
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It bas survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at http : //books . google . com/| 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



k" 



Digitized by 



Google 



BULLETIN 



r 



SOCIETE MATHEMATIQUE 

DE FRANCE 



Digitized by 



Google 



COMITE DE REDACTIOJN 



BRISSE (Gh.) 
JORDAN (Camille) 
LAGUERRE 
LEVY (Macrice) 
MANNHEIM 
SARRAU 



PARIS. — IMP. SIMON RAÇON ET COMP., RDE D ERFURTIt. 1 



Digitized by 



Google 



BULLETIN 



r r_ 



SOCIETE MATHEMÂTIIÎUE 

DE FRAN^GE 



PUBLIÉ 



PAR LES SECRÉTAIRES 



TOME TROISIÈME - ANNÉE 1874-7S 



PARIS 

AU SIÈGE DE LA SOCIÉTÉ 

RUE DES GRAHDS-AOGOSTINS, 7 
18 75' 



Digitized by 



Google 



Seô, ^So.^8 



T^^^^^^^y^ /^-w^ 



Digitized by 



Google 



ETAT DE LA SOCIETE 

AU 31 JANVIER i875 



(Les initiales S. P. désignent les sociétaires perpétuels) 

ACHARD (Marc), ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

AUÉGRET, professeur à la Faculté des Sciences, à Clermont. 

ANDRÉ (Désiré), agrégé de l'Université, à Paris. 

ANTOINE (Ch.), ingénieur de la Marine, à Brest. 

AODST (L'abbé), professeur à la Faculté des Sciences, à Marseille. 

ARON (Henri), banquier, à Paris. 

BAGH, doyen de la Faculté des Scieiices, à Nancy. 

BAILLADD, aide-astronome à l'Observatoire, à Paris. 

BAiLLODD, inspecteur général des Ponts et Chaussées en retraite, à Paris. 

BARBiN (H.), ancien élève de l'École Polytechnique, à Lillers (Pas-de-Cabis). 

BBNOIST, docteur en droit, à Chalon-sur-Saône. 

BERDELLÉ, ancien garde-général des forêts, à Rioz (Haute-Saône). 

BERTRAND (Joseph), secréUire perpétuel de l'Académie des sciences, à Paris. 

BEÏNAC, professeur de mathématiques, à Paris. 

BIENA!IÉ (Alexis), capitaine du Génie, à Versailles. 

BIENA!IÉ (Arthur), ingénieur de la Marine, à Brest. 

BIENATIÉ (J.>, membre de l'Institut, à Paris. 

BLE!NIE (Martial), ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

BONNET (Ossianj, membre de l'Institut, à Paris. • 

BOOCHÉ (A.), ancien élève de l'Écolef Normale, directeur de l'Ecole préparatoire d'Angers. 

BODFFET (M.j, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Carcassonne. 

BODRGET, agrégé de l'Université, à Paris. 

BRÉIARD, architecte, à Paris. 

BRIOSCHI, professeur à l'Université de Pavie (Italie). 

BRISSE (A.), ingénieur en chef du dessèchement du la« Fucino (Italie). 

BRISSE (Ch.), répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

BROCARD, capitaine du Génie, à Alger. S. P. 

BjlD^ET, ingénieur des Manufactures de l'État, à Paris. 

CAHEX, sous-lieutenant du Génie, à l'École de Fontainebleau. 

CATALAN, professeur à l'Université de Liège (Belgique). 

CHARLON, directeur de la Confiance^ à Paris. 

CHASLES, membre.de l'Institut, à Paris. S. P. 

CHEVAILIER, aide-astronome à l'Observatoire, à Paris. 

CIVIALE, ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

CLAYEOX, sous-intendant de !'• classe, ù Versailles. 
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COLLET, professeur au lycée de Troyes. 

C0LLI6N0N ^Éd.), ingénieur des Ponts et Chaussées, à Paris. 

COIBETTE, professeur au lycée Saint-Louis, à Paris. 

COÎKllKCl (Gustave de), ancien élève de TÉcole Polytechnique, à Dinan. 

CORND (A), professeur à l'École Polytechnique, à Paris. 

COORCELLES (C), professeur de maihématiques spéciales au lycée de Douai. 

CROOLLEBOIS (Marcel), professeur à la Faculté des Sciences, à Marseille. 

CUVINOT, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Manies. 

DARBODI, professeur suppléant à la Faculté des Sciences, à Paris. 

DESBOVES, professeur au lycée Fontanes, à Paris. 

DESCHAVPS, capiUine d'Artillerie, à Paris. 

DESQ (L.), capitaine d'Artillerie, à Bourges. 

DEWGir (Éd.), commandant du Génie, aux îles d'Hyères. 

DOSTOR (G.), docteur es sciences, à Paris. 

DI) BOIT (Paul), ingénieur du Génie maritime, au Havre. 

DOGDEN, ingénieur civil, à Roye (Somme). 

DORRANDE (H.), professeur à la Faculté des Sciences, â Rennes. 

FABRE, ancien élève de l'École Polytechnique, à Nîmes. 

FITREHANN, ancien élève de l'École Polytechnique, à Évreux. 

FLORENTIN, capitaine d'Artillerie, à Paris. 

FLYE SAINTE-MARIE (C), capitaine d'Artillerie, à Paris. 

FONTES ^J.), ingénieur des Ponts et Chaussées, à Condom. 

FOURET (G.), ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

GARIEL (M.-C), professeur à l'École de Médecine, à Paris. 

GADTBIER-YILIARS, imprimeur-libraire, à Paris. S. P. 

GENTY, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Oran. 

GERONO, professeur de mathématiques, à Paris. 

GIROD (A.), ingénieur des Manufactures de l'Etat, à la Havane (Cuba), 

60FFART (M.), professeur de mathématiques, à Paris. 

60NZALÈS (José), directeur de l'observatoire de Bogota (Colombie). 

GOGRNERIE (de la), membre de Tlnstitut, à Pans. 

GRAINDORGE ( J.), docteur es sciences, à Liège (Belgique). 

EAA6, répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

HALPHEX (G.), répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. S. P. 

BATON DE LA GflCPILLIÈRE, ingénieur des Mines, à Paris. S. P. 

BATT (Ph.), ingénieur hydrographe, à Paris. 

BENRY (P.), lieutenant au 10* régiment d'Artillerie, à Rennes. 

BENUY, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Orléans. 

BERADD (G.), ingénieur hydrographe, à Paris. 

HEllMARY, capitaine au 25» régiment d'Artillerie, à Yincennes. 

BERMITE, membre de l'Institut, àp Paris. S. P. 

BILAIIlE, professeur au lycée de Douai. 

HODBIGANT (J.)> chef de bataillon du Génie en retraite, à. Paris. 

BCCO (Comte L.), traducteur au Ministère des Travaux publics, à Paris. 

flOYOT (E), ingénieur des Mines, à Paris. 

JACQUIER (J.), ingénieur des Ponts et Chaussées, à Amiens. 

JANIN, capitaine au 13® régiment d'Artillerie, à Yincennes. 

JAVARY, chef des travaux graphiques à l'École Polytechnique, à Paris. 

JORDAN (C), ingénieur des Mines, à Paris. S. P. 

JOGKFRET, capitaine d'Artillerie, professeur à l'École d'application de Fontainebleau 

JCLLY. chef d'institution, à P.iris. 

lŒBLER, répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

KRf TZ, ingénieur des Manufactures de l'Etat, h Paris. 

LAGUEIIRE, répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

LAISANT, capitaine du Génie, à Bastia. 

lADTB, manufacturier, à Thann (Alsace). 

LAX, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Vendôme. 
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LEFiBDRE DE FODRGT (R.), à Paris. 

LEFFLER (D'Mitlag), professeur à l'Universilé d'Upsal (Suède). 

LEHR, professeur au lycée de Marseille. 

LEMOlifNlER, professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri IV, à Paris. 

LEIOINE (E.), ancien ciève de l'École Polytechnique, à Paris. 

LESPiADLT, professeur à la Faculté des Sciences, à Bordeaux. 

lEVï (Albert), ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

lEVY (Maurice), «répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

LIGDIKE, professeur à TUniversité d'Odessa (Russie). 

IDCAS (F.), répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

LUCAS (E.), professeur au lycée de Moulins. 

MALEYI (L.), professeur au collège Stanislas, à Paris. 

MANNHËIM (À.), professeur à l'École Polytechnique, à Paris. S. P. 

lAREL, colonel d'État-major en retraite, à Alger. 

lARGERlE, sous-direcleur de l'institution Monge, à Paris. ^ 

HARiE (Maximilien), répétiteur a l'École Polytechnique, à Paris. 

MARW, ingénieur, à Paris. 

HARSILLT (Général de), ancien élève de l'École Polytechnique, à Auxerre. 

lATHlEO, professeur à la Facullé des Sciences, à Nancy. 

IICHELET, ingénieur civil, à Paris. 

HIGNON (A.), capitaine au 6* régiment d'Artillerie, à Grenoble. 

HONTIGIVY (G. de), lieutenant du Génie, à Paris. 

HOREL (A.), ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

MOCTARD jh.), ingénieur des Mines, à Paris. 

NICOLAÏDÈS, professeur à l'Université d'Athènes (Grèce). 

OVIDIO (Enrico d'), professeur à l'Université de Turin (Italie). 

PAINVIN. professeur de Mathématiques spéciales au lycée Louis-le-Grand, à Paris 

PARSiENTlER (Th.), colonel du Génie, à Lyon. 

PARRAN (A.), ingénieur des Mines, à Paris. 

PERGIN (A.), capitaine au 21* régiment d'Artillerie, à La Rochelle. 

PERRiER, capitaine d'État-Major, membre du Bureau des Longitudes, à Paris. 

PERKIN. ingénieur des Mines, à Paris. 

PHILIPPE, ingénieur, à Corbeil. 

PHILIPPON, secrétaire de la Faculté des Sciences, à Paris. 

PICART (A.), député à l'Assemblée nationale, à Versailles. 

PICQDET (H.), répétiteur à l'Ecole Polytechnique, à Paris. 

PISTOYE (L. de), capitaine d'Artillerie, à Tarbes. . 

PLOCQ (A.), ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, à Dunkerque. 

PLOIX (Edmond), ingénieur hydrographe, à Paris. 

POIREL (V.), inspecteur général honoraire des Ponts et Chaussées, à Rosières-aux-Salines 

(Meurihe-et-Moselle) . 
POLICNAC (Camille de), à Paiis. S. P. 
POUILLOT (J.), professeur à l'École normale de Cluny. 
PDTZ (H.), chef d'escadrons d'Artillerie, à.Paris. 
RADAU (R.), à Paris. 

RANCY (de), sous-directeur de V Aigle, à Paris. 
REINACH (de^, banquier, à Paris. 
RENAN, aide-astronome à l'Observatoire, à Paris. 
RESAL, membre de l'Institut, à Paris. 
REY, professeur à TÉcole du génie, à Arras. 
RIBADCODR, ingénieur des Ponts et Chaussées, à Draguignan. 
IIITTER (F.), ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, à Niort. 
RODET, ingénieur des Manufactures de l'État, à Paris. 
ROLLAYD, membre de l'Institut, à Paris. 
RODART, ingénieur civil, à Paris. 
ROOCHÉ (E.), professeur à l'École Centrale, à Paris. 
ROCSSELIN (A^), professeur au. lycée de Douai. 
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lODX (François), architecte, à Paris. 

SAIHTI-CLAIRE-HEVIILE (Charles), membre de l'Institut, à Pari». 

8AINTE-CIAIRE BE\ILLE (Henri), membre de l'Institut, à Paris. 

SAINT-GERMAIN (A. de), docteur es sciences, à Paris. 

8AINU00P, professeur à la Faculté des Sciences, à Besançon. 

SALTEL, professeur au colléjçe de Fontenay-le-Comte. 

SARRAD, répétiteur à l'École Polytechnique, à Paris. 

SARTIAUI, ingénieur des Ponts et Chausifées, à Senlis. • 

SCBONDORFÏER, élève-ingénieur des Ponts et Chaussées, à Paris. 

SCRIVANOFF (Grégoire), étudiant à l'Université de Saint-Pétersbourg (Russie). 

SERRET (J.-A.), membre de l'Institut, à Paris. 

SERRET (l*aul), docteur es sciences, à Paris. 

8l¥ERINfi, ingénieur en chef des Travaux publics, à Luxembourg (gi-and-duché de Luxembourg). 

STEPHAN, directeur de l'ObserTatoire, à Marseille. 

STBflNIClA, professeur à l'Université de Prague (Bohême). 

TANNERT, ingénieur à la Manufacture des Tabacs, à Bordeaux. 

TARATTE (E.), agrégé de l'Université, àÉvreux. 

TARBODRIECH, agrégé de l'Université, à Paris. 

TERRIER, professeur de mathématiques, à Paris. 

THÉRY, professeur au lycée de Douai. 

TISSERAND, professeur à la Faculté des Sciences, à Toulouse. 

TISSOT, examinateur d'admission à l'École Pulytechnique, a Paris. 

TOURNEUR (Paul), ingénieur, à Marna val (Haute-Marne). 

TRESCA (É.), ingénieur des l'onts et Chaussées, à Pontivy. 

TORPAUIT, à Paris. 

TURQOAN, docteur es sciences, à la Chapelle Saint-Mesmin (Loiret) . 

VACOSSIN, capitaine d'Étiit-Major, à Paris. 

YACQDANT, professeur de Mathématiques spéciales nu lycée Saint-Loui<!, à Puni 

VAZEILLE. ancien élève de l'École Polytechnique, à Paris. 

YINTÉJOOI, professeur au lycée Saint-Louis, à Paris. 

VOLlOT (Jules), professeur au lycée d'Alger. 

WELSCH, lieutenant d'Artillerie, à Saint-Omer. 

WEÏR (Edouard), étudiante l'Université de Prague (Bohême). 

f EÏR (D' Emile), professeur à l'École Polytechnique de Prague (Bohême). 

WICILERSHEII, élève-ingénieur des Mines, à Paris. 



r4RIS. - IMP. SIMON lUÇON ET COMI'., nOI D'inFIRTIt, i. 
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STATUTS DE LA SOCIETE 



Article premier. La Société mathématique de France a pour objet Tavan- 
cement el la propagation des éludes mathématiques pures et appliquées. 
Elle y concourt par ses travaux et par la publication des mémoires de ses 
membres. Son siège est à Paris. 

Art. 2. Aucune communication ou discussion ne peut avoir lieu sur des 
objets étrangers aux mathématiques. 

Art. 5. La Société se compose de membres résidents et de membres non 
résidents. 

Les Français et les Étrangers peuvent également en faire partie. 

Art. 4. Les conditions à remplir pour devenir membre de la Sociélé sont 
les suivantes : i<*être présenté par deux membres qui auront adressé une 
demande signée; 2** obtenir à Tune des séances suivantes les suffrages de la 
majorité des membres présents. 

Art. 5. Le nombre des membres résidents et non résidents est illimité. 

Art. 6. L'administration de la Société est confiée à un conseil composé : 

1° Des membres du bureau ; 

2° De douze autres membres résidents de la Société désignés par l'élec- 
tion ; 

5° De quatre membres non résidents désignés par Téleclion; ils auront 
voix délibérative dans le conseil lors de leur présence à Paris. 

Art. 7. Le conseil est présidé par le président de la Société. 

Art. 8. Le bureau est composé de : 

1 président; 

4 vice-présidents ; 

2 secrétaires ; 

2 vice-secrétaires; 
1 trésorier; 
1 archiviste. 

Art. 9. Le président est élu pour un an. 
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Les vice-présidents sont nommés pour deux ans. 

Deux d'entre eux sont remplacés chaque année. 

Les secrétaires et les vice-secrétaires sont élus pour deux ans. 

Le trésorier et Tarchivisfe pour trois ans. ' 

Art. 10. Le président n'est pas rééligible immédiatement dans les mêmes 
fonctions. 

Art. 11. Parmi les douze membres du conseil qui résident à Paris et qui 
ne font pas partie du bureau, quatre sont remplacés chaque année à tour 
de rôle. 

Art. 12. Tous les membres de la Société sont appelés à participer à l'élec- 
tion du président, soit directement, soit par correspondance. 

Art. J3. Les autres membres du bureau et les membres du conseil sont 
élus à la majorité absolue des membres présents. 

Art. 14. Les ressources de la Société se Composent : 1° de la cotisation 
annuelle des membres résidents et non résidents, et dont lé montant est 
fixé par le règlement administratif de la Société ; 2° du revenu du capital 
formé par les droits d'admission, les souscriptions perpétuelles, le produit 
de la vente des ouvrages édités par la Société et les dons qu'elle pourra re- 
cevoir. 

Art. 15. La Société régie annuellement Je budget de ses dépenses. 

Dans la première séance de chaque année, le compte détaillé de recettes 
et dépenses de Tannée révolue sera soumis à Tapprobation de la Société ; ce 
compte rendu sera publié dans le Bulletin. 



REGLEMENT ADMINISTRATIF 



CHAPITRE PREMIER 

CONDITIONS d'admission 

1 . Les conditions à remplir pour devenir membre de la Société sont : 
l** D'être présenté par deux membres qui auront adressé une demande 

signée ; 
2** D'obtenir, à Tune des séances suivantes, les suffrages de la majorité 

des membres présents (art. 4 des statuts). 
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2. Le diplôme délivré est signé par le président, Tun des secrétaires et le 
trésorier, et porte le sceau de la Société. 

Le trésorier remet le diplôme après l'acquittement du droit d'admission 
montant à dix francs, et de la cotisation annuelle. 



CHAPITRE II 

TRAVAOX ET PUBLICATIOWS DE LA SOCIÉTÉ 

Tenue des séances. 

5. La Société tient ses séances ordinaires deux fois par mois; elle prend 
trois mois de vacances : août, septembre et octobre. 

4. La première séance de janvier est consacrée spécialement aux 
élections pour le remplacement des membres sortant du bureau et du con- 
seil. 

5. Le tableau des jours de réunion est imprimé sur une carte adressée 
aux membres résidant à Paris. 

Elle sera également envoyée aux membres non résidents sur leur demande 
personnelle. 

Les membres sont convoqués à domicile pour les séances extraordi- 
naires. 

6. Pour assister à la séance, les personnes étrangères à la Société doivent 
être introduites, chaque fois, par un de ses membres. 

7. La présence du président ou d'un vice-président, assisté d'un des 
secrétaires ou vice-secrétaires, suffît pour constituer le bureau à chaque 
séance. 

8. En cas d'absence du président ou des vice-présidents, le trésorier, ou 
à son défaut l'archiviste, occupe le fauteuil. 

En cas d'absence de tous les membres du bureau, les fonctions de prér 
sident sont remplies par le plus âgé des membres du conseil présents à la 
séance. 

En cas d'absence» des secrétaires et vice-secrétaires, le président du jour 
désigne un des membres du conseil pour en ren] pli r les fonctions. 

9. Les procès-verbaux des séances sont rédigés dans l'intervalle d'une 
séance à l'autre. 

Chaque séance commence par la lecture du procès-verbal de la séance 
précédente et de l'ordre du jour. 

10. Les communications faites par les membres de la Société ont lieu 
dans l'ordre de leur inscription; les communications des personnes étran- 
gères à la Société ont lieu après celles des membres, sauf les cas d'urgence 
qui seront appréciés par le bureau. 
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Les roembres qui auront fait des communications verbales ou pris part 
aux discussions devront remettre des notes au secrétaire pour la rédaction 
du procès-verbal. 

11. Dans les séances ordinaires, on ne peut traiter aucune question rela- 
tive à l'administration, à moins d'une demande du conseil. 

12. Toutes les observations relatives à Fadministration sont adressées par 
écrit au président, t[ui en réfère au conseil, à sa plus prochaine réunion. 

Bulletin, 

13. La Société, préoccupée des avantages qu'elle peut offrir à tous ses 
membres, a décidé que le recueil intitulé Bulletin de la Société mathéma- 
tique^ qui rend compte des mémoires présentés à la Société, sera distribué 
gratuitement à tous les membres résidents ou non résidents. 

14. Les conventions stipulées enirele conseil de la Société et les éditeurs 
chargés de la publication du.BuUelin devront être soumises à l'approbation 
de la Société. 

Réimpression des ouvrages anciens et publication des mémoires 
• originaux, 

15. La Société, voulant concourir aux progrès des mathématiques par 
tous les moyens compatibles avec son mode d'organisation, avisera aux 
moyens de publier successivement, et d'une manière aussi complète qu'il 
sera possible^ou utile dé le faire, des œuvres des anciens mathématiciens 
français ou étrangers. 

La Société se réserve la faculté de publier les mémoires originaux trop 
étendus pour paraître dans le Bulletin. 

16. Les publications émanant de la Société, autres que le Bulletin, sont 
délivrées à prix réduit à tous les membres de la Société résidents ou non 
résidents. 

CHAPITRE III 

ADUINISTRÂTION DE LA SOCIÉTÉ* 

17. Chaque élection a lieu au scrutin secret, sur un seul bulletin, et s'il 
est nécessaire, au moyen de deux tours, dont le second est de ballottage. 
Dans le cas d'égalité de voix, le plus âgé l'emporte. 

18. L'élection du président seule donne lieu au vote de tous les membres 
résidents ou non résidents. Tout membre qui ne peut assister à la réunion 
électorale est invité à envoyer au secrétaire, avant la première séance de 
janvier, son suffrage individuel dans un bulletin cacheté et enfermé dans 
une lettre signée de hr. 
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Ce bulletin ne peut être ouvert qu'au moment du dépouillement du 
scrutin. 

19. Les secrétaires ou, à leur défaut, les vice-secrétaires rédigent les pro- 
cès-verbaux des séances de la Société et des séances du conseil. 

20. Une commission d'impression, composée des secrétaires et de quatre 
membres nommés par le conseil, dirige la publication du Bulletin et Tim- 
pression des mémoires et communications. 

21. Sous la direction du président, les secrétaires sont chargés de la 
correspondance pour ce qui concerne les travaux et les affaires de la 
Société autres que les affaires de fmances : ils convoquent la Société, le 
conseil et les commissions quand il y a lieu, et préparent les ordres du 
jour. 

22. La Société forme une bibliothèque et échange ses publications contre 
les journaux et recueils consacrés aux mathématiques pures et appliquées, 
publiés en France et à l'étranger. 

23. L'archiviste est chargé de la garde des archives de la Société; il en 
dresse un inventaire. 

II a sous sa direction la bibliothèque; il dresse le catalogue des livres et 
brochures imprimés, et tient un registre des manuscrits envoyés.' 
Enfin il a sous sa garde tous les documents appartenant à la Société. 

24. Le trésorier est chargé du recouvrement des sommes dues à la Société. 

25. Il tient un registre des recettes et dépenses, que tous les membres 
ont le droit de consulter. 

26. Le trésorier ne peut faire aucun emploi extraordinaire des fonds de 
la Société sans une délibération spéciale du conseil. 

Conseil et commissions. 

27. Le président convoque le conseil toutes les fois que les affaires de la 
Société le réclament. 

28. Il suffit d'une demande motivée signée par cinq membres du conseil 
et adressée au président, pour qu'une convocation du conseil soit obligatoire. 

29.' A chaque séance du conseil, les noms des membres présents sont 
consignés au procès-verbal. 

30. 11 faut au moins sept membres présents pour prendre des décisions 
en conseil. 

31. Sur la proposition de cinq membres, le vote peut avoir lieu au scru- 
tin secret. 

32. Sur la demande de cinq membres, il peut être fait appel à la Société 
des décisions qui n'auraient pas été prises aux deux tiers des voix au sein 
du conseil. 

33. Les procès-verbaux des séances du conseil doivent être transcrits sur 
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un registre colé et parafé par le secrétaire; ils doivent être signes par le 
président et le secrétaire qui a tenu la plume ; les renvois doivent êti^e pa- 
rafés et les mots rayés approuvés. 

34. Le conseil se réunit dans la dernière quinzaine de décembre pour 
examiner Tétat des affaires de la Société, nommer la commission de comp- 
tabilité chargée de vérifier la gestion du trésorier, et la commission dt s 
archives chargée de vérifier celle de Tarchiviste. 

55. Ces deux commissions ne peuvent êtr^i composées de moins de trois 
membres ; elles font leur rapport dans la première séance de janvier. 

36. Le conseil désigne annuellement, à la même époque, les membres qui, 
adjoints aux deux secrétaires, composent la commission permanente d'im- 
pression pour la publication du Bulletin et l'insertion des notes et mémoires 
des membres de la Société. 

Cette commission veille à ce qu'il ne s'introduise dans les publications 
rien d'étranger à la science. 

37. Les membres élus de la commission d'impression sont nommés pour 
trois ans. 

Les membres de la commission d'impression peuvent être pris indistinc- 
tement dans la Société ou dans le conseil. 



CHAPITRE IV 

PftOPRIÉTÉS, REVENUS ET DÉPENSES DE LA SOCIETE 

58. Les versements des membres résidents et non résidents se compo- 
sent: 
1<» Du droit d'admission, montant à 10 francs ; 
2^ De la cotisation annuelle. 

39. Pour les membres résidents, cette cotisation annuelle, s'élève à 
20 francs, payables d'avance, et, pour les membres non résidents, à 
15 francs, également payables d'avance. 

Sont considérés comme résidents les membres qui ont à Paris leurs occu- 
pations habituelles, ou y exercent habituellement leurs fonctions. 

40. Les nouveaux membres devront payer la totalité de la cotisation, 
quelle que soit l'époque de leur admission. 

41 . liCs publications ne seront adressées qu'après le versement de la co- 
tisation annuelle. 

42. Tout membre qui n'aura pas acquitté la cotisation d'une année sera, 
après avertissement préalable du trésorier, considéré comme démission- 
naire. 

45. La cotisation annuelle peut, au choix de chaque membre, être rem- 
placée par une somme de 300 francs une fois payée. 



/ 
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• 

Ce versement confère le titre de sociétaire perpétuel, 

44. Les dons faits à la Société sont inscrits au Bulletin des séances avec 
le nom des donateurs. 

45. Les dépenses sont divisées en ordinaires et extraordinaires. 

Les dépenses ordinaires se composent de frais de bureau et d'imprimés, 
ports de lettres, frais d'entretien, loyer du local, appointements des em- 
ployés et frais d'impression du Bulletin. Le chiffre des dépenses ordinaires 
ne peut excéder les -j^ des ressources annuelles. 

Les dépenses extraordinaires sont votées par la Société sur la proposition 
du conseil. 

46. La Société ne s'engage jamais dans aucune dépense excédant son 
avoir. 

CHAPITRE V 

R&VISION DES, STATUTS CONSTITUTIFS OU DU RÈGLEMENT 

ADMINISTRATIF ^ 

47. Toute proposition de révision des statuts constitutifs ou du règlement 
administratif ne pourra être prise en considération que si elle est signée 
collectivement par vingt membres. 

48. Le président fera, dans ce cas, procéder à un scrutin pour la nomi- 
nation d'une commission de révision, qui sera composée de quatre membres 
du conseil et de trois membres priô en dehors. 

49. La discussion du projet exigera la présence de la moitié plus un des 
membres résidant à Paris. 

Tous les membres sont convoqués par lettres spéciales. 

50. Si le nombre ci-dessus n'est pas atteint, la- discussion aura lieu dans 
la séance suivante, quel que soit le nombre des membres présents. 
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BULLETIN 



SOCIÉTÉ -MATHÉMATIQUE DE FRANCE 



EXTRAITS DES PROCÈS-VERBAUX 



SÉANCE DU MERCREDI 11 NOVEMBRE 1874 

PRÉSIDÉE PAR M. RESAL 

M. Fouret communique à la Société une note Sur une propriété métrique 
des courbes algébriques. 

M. Halphen communique à la Société une note Sur le contact des siir^ 
faces algébriques, 

M. Resal fait à la Société une communication Sur la propriété dont jouit le 
pendule conique de révolution^ dont un point de l*axe est fixe, de se mouvoir 
suivant la même loi que le pendule synchrone. 

M. Lemonnier communique à la Société une note Sur la transformation 
des formes quadratiques, 

M. le comte Léopold Hugo fait à la Société une communication Sur le 
rôle des polyèdres régtdiers et de la sphère dans, la numération décimale. 



SÉANCE DU MERCREDI 25 NOVEMBRE 1874 

PRÉSIDÉE PAR M. RESAL 

M. Halphen analyse un mémoire de M. Sturm Sur les caractéristiques des 
systèmes de courbes gauches en général, et des cubiques gauches en parti- 
culier. 
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M. Darboux présente quelques observations au sujet de cette communi- 
cation. 

M. Jordan fait à la Société une communication Sur le nombre de figures 
différentes que Von peut construire avec un nombre donné de droites, 

M. Mannheim communique à la Société Une construction^ due à M. Hartj 
d'un appareil plus simple que celui de M. Peaucellier, pour obtenir le mou* 
vement rectiligne d'un point, au moyen de tiges articulées. 

M. Mannheim indique, d'après M. Sylvester, la Construction de deux sys- 
tèmes articulés décrivant une conique au moyen de sept tiges. 



SÉANCE DU MERCREDI 9 DECEMRRE 1874 

PRÉSIDÉE PAR H. RESÂL 

M. Jordan communique à la Société une Solution générale de la détermi- 
nation du minimum d'une somme de carrés de polynômes linéaires. 

M. Halphen fait à la Société une communication Sur le contact maximum 
des surfaces d'un degré donné avec une surface quelconque. 

M. Mannheim communique à la Société un Procédé pour décrire une 
ayiallagmatique du 4°^® ordre ^ à Vaide d'un appareil à tiges articulées sem- 
blable à celui de M. Peaucellier, en remplaçant le losange par un quadrila- 
tère à côtés inégaux, mais à diagonales rectangulaires. 



SEANCE DU MERCREDI 23 DECEMRRE 1874 

PRÉSIDÉE PAR M. RESÂL 

Le secrétaire donne lecture de la liste des nouveaux membres présentés, 
ce sont : 

MM. Turpault (Claude), propriétaire, à Paris; Vacossin, capitaine d'état- 
major, professeur suppléant de topographie à l'École d'état-major, à Paris. 

L'élection aura lieu dans la prochaine séance. 



SÉANCE DU MERCREDI 6 JANVIER 1875 

PRÉSIDÉE PAR H. RESAL 

Les membres présentés dans la dernière séance sont élus. 
Le secrétaire 'donne lecture de la liste des nouveaux membres présentés, 
ce sont : 

iif 2 
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MM. Rey (Casimir), professeur à TÉcole régimentaire du génie, à Arras ; 
Berdellé, ancien garde général des forêts, à Rioz (Haute-Saône). 

L'élection aura lieu dans la prochaine séance. 

La Société procède, par la voie du scrutin, au remplacement des membres 
sortants du Bureau et du Conseil, qui se trouvent ainsi constitués : 



Président honoraire 


M. CHASLES. 


Président 


M. BIEN AYMÉ. 




/ M. DE LA GOURNERIE. 


Vice-Présidents 


1 M. JORDAN. 




M. MANKHEIM. 




[ M. RESAL. 


Secrétaires 


M. BRISSE. 
M. LAGUERRE. 


Vice-Secrétaires 


\ M. FOURET. 
M. DE SAINT-GERMAIN. 


Trésorier . 


M. ANDRÉ (Désiré). 


Archiviste. . 


M. HOUBIGANT. 


4BA vSAK V Jiw%\/ • ••••••••••• 


/ M. BERTRAND. 




M. BONNET (Ossian). 
M. BOURGEî. 




M. CHASLES. 




M. COLLIGNON. 


Membres du Conseil * 


M. DARBOUX. 
M. HALPHEN. 
M. HATON DE LA GOUPÎLLTÈRE. 


. 


M. LEMONNIER. 




M, LEVY (Maurice). 




M. PAINVIN. 




M. SERRET(J..A.]. 


Membres du Conseil non résidents. 


M. AOUST (L'abbé). 
M. CLAYEUX. 
M. PAHMENTIER. 




M. WEYR (Emile). 



M. Fourel, au nom de la Commission des comptes, doime lecture de son 
rapport sur la gestion du trésorier. 

La Société, adoptant les conclusions du rapporteur, vote des remercie- 
ments à M. Désiré André. 



SÉANCE DU MERCREDI 20 JANVIER 1875 

PRÉSIDÉE PAR H. DE LA GOURtVERlE 

Les membres présentés dans la dernière séance sont élus. 

M. Halphen communique à la Société une Démonstration analytique de 
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deux rétations, dues à M* Mannheim, entfé leë rayons de côurbufe en deux 
points correspondants des nappes de la développée d'une surface, 

M. .Fouret communique a la Société Quelques considérations relatives aux 
systèmes de surfaces, 

M. de Saint-Gertnaiti coiiitntliiiquè à là Société Une note Sur la courbure 
des surfaces de carène. 



SEANCE DU MERCREDI 3 FÉVRIER 1875 

PRÉSIDÉE PAR H. DE LÀ GOURNERIE 

Le secrétaire donne lecture, de la part de M. Saltel, de deux Notes rela- 
tives aux courbes cycliques. 

M. Laguerre fait à la Société une communication Sut les courbes du 
5me ordre. 

M. Halphen fait à la Société une communication Sur un point de la 
théorie des surfaces. 



MÉMOIRES ET COMMONICATIONS 



Sur une propriété du polynôme (x* — d)"; par M. C. de Poi.ignac. 
(Séance du 17 Juin 1^74) 

Dans ce qui va suivre, il sera fait appel à une propriété connue du poly- 
nôme {x* — 1)" que je commence par rappeler. 
Elle consiste dans la relation identique suivante 



<" -<»+'i^^=¥^="-"''^^ 



On la vérifiera aisément en la ramenant à une autre propriété bien 
connue du même polynôme à savoir que la n*"*® dérivée 

satisfait identiq^uement à l'équation différentielle linéaire du second ordre 
(2) (.t;' - 1 )g + 2x^1 -n(« + 1)2,^.0. 
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En effet, en différenliant la relation (1), on tombera sur Téquation (2), 

dans laquelle on aurait fait y = , ^ , c'est-à-dire sur un résultat iden- 

liquementnul. La dérivée de (1)est donc identiquement nulle et comme 
les deux membres s'annulent pour x=:i ridentité est démontrée. 
J'aborde maintenant l'objet de cette étude. Posant^ pour abréger, 

a;*-l=X, 
je partirai de la relation identique 

XMog^^=2(a;2-l)«fi + ^-^, + F^s + ...). 
° X — 1 ^ ' \x 5a;* r»^^ / 

Supposant le second membre développé et mettant en évidence la partie 
entière /"(x), on aura 

Si l'on prend la dérivée des deux membres, observant que 
' x-h 1 



dlos 



^ a; ->- 1 _ 2 __ 2 

clx X' — i X' 



on sera conduit à l'égalité 

et en continuant à prendre successivement les dérivées des deux membres, 
il est aisé de voir qu'on aura toujours une équation de la forme 

dans laquelle f{x) désigne un polynôme entier, si /i<$n. Cela tient à ce 

x-\- 1 2 

que la dérivée de log . est — =r et que les dérivées de X" contiennent X 

en facteur jusqu'à la n — 1^'"° incluse. 
Je poserai en général 

(6{x) = en,h ; 

la nécessité du double indice apparaîtra plus loin. De même, rempla- 
çant t'^\x) par f^\ je formerai le lablcau suivant 
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(X»)Iog 



X — \ 



=/» + <'. 



(5) 



(X»)'logi±i + <?„,, = /', + ,'. 



(x")'*'iog|±l+..,=C.+:a'", 



(X«)(«) log 



x-\-\ 

X — 1 



■i-ï:„=F^4-a(»), 



écrivant pour abréger dans la dernière équation :■ ^ .'- . 1 . . !. 

».» ,11* I n Ji 

Remarquons que si, dans le premier membre de chaque équation du ta- 
bleau (5), on développait en série log -, on devrait retrouver identi- 
quement le second membre. En particulier, désignant par s»,^ la partie 
entière du produit (X"/*Mog j, on aurait 

et pour la dernière, écrivant encore 6„» = g„, 
Or, je dis que Ton aura identiquement 



si cela est, il en résultera 



— E =F • 



g» = 2F,p 



particularité qui pourra s'énoncer ainsi : 

La partie entière du produit de la n® dérivée de {x* — \ Y pcir la série 

X -f- 1 
logarithmique log j est le double de la n® dérivée de la partie entière 

du produit de [x^ — 1)" par h. même série. 

Pour démontrer ce fait, il sera commode d'introduire une nouvelle quan- 
tité V définie par la relation générale 
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d*oà, conservant la même notation abrégée, 

Y, = E, + F«. 
La relation à démontrer s'exprimera donc par. l'identité 

Y,=:0, 

Cette dernière résultera de l'examen de deux formes différentes qu'on peut 
donner à la quantité v»,». 'Remarquons d'abord qu'il résulte immédiatement 
du mode de formation du tablaau (5) que , . 

2(X»)(*) 

(5) «n.A + l = e».A ~Y~^' 

d'ailleurs on peut écrire 

ajoutant, il vient 

(6) »»,»+ 1 = «a -Y~'' 

Il est important d'observer que les relations (5) et (6) subsistent pour 
h'^n, bien que les polynômes e eiv cessent d'être entiers. 

Après avoir fait varier ft, je ferai varier w, et je chercherai d'abord ce 
que devient f^^ quand n se change en n -h 1. On a par définition 

X» log — ^ = /; + - + -- 4- ..., 



d'où 



.,n+i, a; 4- 1 V- aX a'X . v^ *. . ^ . 



Donc 

/«+i = V„ + «^-. 

et par suite 

d = {Kf^ pour /^> 2. 
Développant et observant que X"=::;2, il vient 

On aura une formule toute semblable pour Cn-^-i^. En effet, on a par défi- 
nition 






+-«».*; 
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d'ailleurs 



d'où 

+M»-<)(vi^i±|)'-\ 

OU bien 

(X-7*)loggi +e„.M-x[(XT)logf^; -,e„,] 

+ /»K'[(X»)(*-*>log^ + e„,A.i] 
4- M/^.- i)[(X«)(*-«)log J±i + en.,-,] , 

d'où 

(8) en+i,h = Xe„,ft + /iX'e„.A_i -\-h(h'-i )en,ft-.î. 

Ajoutant les relations (7) et (8), on obtient 

(.9) Vn^i,h = Xi;„.A + hVvn,h^ i^h(h — i)Vn,h^%. 

Avant d'aller plus loin, retnarquons que les quantités/* sont toujours en- 
tières. Les quantités e ne le sont que tant que le second indice ne dépasse 
pas le premier. Mais, d'après le développement même du calcul, la for- 
mule (8) subsiste sans restriction. La formule (7) n'a d'autre restriction 
que ^>1. Il en est donc de même de la formule (9). En y faisant A=:»-f-l, 
on obtient 

V«+i = X%„+i -f. (n + i)X'Y„ + n(n 4- l)»»,„_i. 



Mais de la formule (6) on tire, pour h = n, 

X 






On aura donc 

(10) V„^.i = XVi + (n + l)X'Y„ + n{n + iK«-.i-2(X7«). 

Prenant la dérivée 

Vi^i = XV; -f (n 4- 2)X'Vi + ^n + l)Vn 4- n (n + lK,«-i - 2(X«)(«+i). 
Mais la relation (6) donne, pour h = n — 1, 

2(X«)f«-»). 



V» = t;/i,»_i 



X 
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par conséquent 

V;+i=: XVJ + (n + 2)X'V; + (n + 1 )(n + 2)V„ H- 2[n(n + i)<^^Çli^ ~ {X«)(«+i)]. 

Les deux derniers termes disparaissent en vertu de la relation fonda- 
mentale (1), qui dans la notation actuelle serait 

n(n-|-i)(X«){»-i)=:X(P)(«+4), 

et il reste finalement 

(il) V;4-i= XVJ + (n + 2)X'Yi + (n + l)(n-f2)V„. 

Cette formule va nous mener au but que nous poursuivons, à savoir : de 
démontrer que toutes les quantités V sont identiquement nulles. Je re- 
marque d'abord que si V„ = identiquement, on aura identiquement aussi 
V'„_^i = 0. Donc, dans ce cas, V„^_, ne peut être qu'une constante, et je vais 
montrer que cette constante est nulle. 

L'hypothèse V„ = introduite dans la valeur générale de V„+i, for- 
mule (10), donne 

(lia) V„+4 = n(n4-lK«-i-2(X»)(«), 

et comme V„+i ne peut être qu'une constante, il suffira de démontrer que 
le second membre s'annule pour une valeur particulière de x; soit x = i. 
' On peut écrire par définition 

(12) .V„^, = n{n + l)(e„,„_^ + ^i»-") - 2(X») «'. 

Ici se place une remarque importante relativement aux quantités e. 
Dans la formule (5) 

2(X»)(ft) 

le terme ^ ^ contient n — h — i fois le facteur X. Il en sera donc de 

même de e„,A-Hi, si e'n^h contient X le même nombre de fois. Mais, pour cela, 
il suffît que e„,ft contienne n — h fois X. Or 

2(X«)(*-i) 
Cn,h= en,h-i -—^ î 

le second terme du second membre contient n — h fois X, il suffira donc 
encore que e„.ft_i le contienne n — /i-l-l fois et, en continuant ainsi, on 
ramènera la première condition à la seule question de savoir si e«,i contient 
n — 1 fois le facteur X. C'est ce qui a lieu, puisque 
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Donc, en général, tf„,;^+.i contiendra n — h — 4 fois le facteur X. Faisant 
A = n — 2, on voit que e„,„«i contiendra une fois le facteur X ; e„ „«i s'an- 
nulera donc pour x= i. Par suite, on tire de (12), pour .r= 4, 

\..=«('.+i)^''-"-2(xr. 

D'ailleurs, conservant une notation antérieure, 

t^ ^ An-i) 

H,n—i~\~^n.n—i — /^ » 

et, pour:r = i, 

On aura donc en définitive, pour .r = 4, 

V«^i = n(«-hiKn-i-2(X»)(«). 

Pour vérifier que le second membre est nul, il sera suffisant de sup- 
poser n pair. Car si n est impair, comme s„,„_i et (X")^"^ ne contiennent que 
des puissances impaires de ar, ces deux quantités s'annuleront pour a; = 0. 
Soit donc n pair et posons 

» 

â 

d'où 

(X»)(») = (n-hl)aoir» — (n — 1)aia;»-s + (n — 5)a2a:«-* 

4-... + (-l)nw-~(2/?--i)Kx:«-^P4-... + (-~4)^, 

+ ... + (— 4)P(n — 2p+l)('i — 2p)apX»-«/'-i-f-...4-(— i)' 2.5a ^ . 

<~^ 
En développant l'identité 

• n(n + l)(X»)(«-i) = (a;« - 4 )(X»)(» + »>, 

on sera conduit aux équations suivantes : 

n(w + lK = n(n+lK (- 4^ 

n(n+4)ao + (w — 4)(n — 2)ai = n(n4-l)ai (—1)*, 

(;i — l)(n — 2)a, -h (w — 3)(n — 4)a, = n(n + 4 ja, (— 4 )«, 

(^i — 2p -f- 5)(n — 2/? -H 2)ap_i4- (n — 2/? -f- 4)(n— 2p)ap = n(n -h 4)flp (~ 4)p. 

En les multipliant respectivement par les puissances de — 1 placées en 
regard et ajoutant, on aura 

(43) (-4)P(n-2p4-4)(n-2/))ap=n;;n + 4)K~fli-+-fl,-f-...4-(~4)Papl. 
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Cette équation exprime précisément, comme on va voir, Tidentité cher* 
chée, c'est-à-dire 

pour x = i. 
En effet, on aura e„»_i en prenant la partie entière du produit 

(X«)(«-i)logJ±i, 

c'est-à-dire de 

d'où résulte 

«,(1+5+5 + ... + ;^ + ^) 



/, 1 1 1 \ 



X = l, tn,„_i 



1 



5^5 






.\f'a 



Mais comme (X")^" *^ contient encore le facteur X et par conséquent s'an- 
nule pour x = i, on a identiquement 

n 

ûo — ûi + aj— ... + (— i)X = ^' 

i 

et il reste, introduisant le facteur n (n -f- 1), 

1 



(ao-Û4-f... + (-!)* V 






-+-5{«o— «i4-...) 



1 



n—^p-^i 



l«o-«i+-4-(~i)''ûp] 



D'autre part, on a 
x=i, (P)(n)=(n + l)ao--(n-l)a, + (n~3)a,--...(--l)P(n--2p4-lK+..M 
et, en retranchant la quantité nulle a^ — a^ 4- «j — . . . , il reste 

(15)' x=\, (X»)(»)=nao-(n-2)a,-f-(n-4)a5...-f.(~.i)P(n-2/?)ap4-.... 
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Or, en égalant les termes généraux des équations (44) et (15)Tc'est-à- 

1 
dire les coefficients de a" et de ^ . , on tombe surTéquation (15). 

Donc on a identiquement 

n{n + 1 )€»,» _ 1 = 2(X'»)(n) pour a; = i , 
d'où résulte enfin 

si V„ = identiquement. Or ce résultat est facile à vérifier pourw=2; 
donc la proposition est générale. 

En se reportant à l'équation (11 a), on voit qu'il résulte de l'analyse pré- 
cédente que l'on a identiquement 

%\T=.n(n + i)V-i = ^(^ + ^)(V«-i + ^-'O- 

La»^"*® dérivée de (a:* — 1)" jouit, comme on sait, d'une propriété ca- 
ractéristique qui est de donner une approximation de la transcendante 

log T au moyen d'une fraction rationnelle dont elle est le dénomina- 
teur (*). En se reportant au tableau (3), on voit que le numérateur de cette 
fraction rationnelle n'est autre que 2F„. La dernière équation de ce tableau 
donne, ayant égard à la proposition démontrée, 

(X«)(«)log^-±i = 2F,+ a(«), 

. Jî-hl 2F„ a«) 

log; 



ou, en développant le second terme, 



log- r=MF«T7În-l- -5ïï:rT + - 



' a; — 1 ~~ (X")i») a;«»-+-^ a;2»-+-3 
entière du produit 



équation dans laquelle F„ == -~| c'est-à-dire la n^*"® dérivée de la partie 



(-'-^Ks-^i'"'^^-)- 



Tous ces résultats s'appliqueront identiquement au produit 

(a;*4-l)"arctg-. 

sa 

Il suffira de changer x ^nx \j — !• 
{') La théorie en est exposée dans le Coun d'analyse de M, Herroite, p. 277. 
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Sur le contact des surfaces; par M. Halphen. 

(Séance du 9 décembre 1874) 

4. On a jusqu'à présent accordé peu d'attention aux questions qui con 
cernent le contact des surfaces quelconques avec les surfaces algébriques. 
Plusieurs sont cependant dignes d'intérêt : on en jugera peut-être ainsi de 
celle qui a donné lieu au présent travail. Peu de mots suffiront pour en 
faire connaître Torigine. 

Le contact d'ordre n entre deux surfaces, S, 2, dont Tune est sup- 
posée donnée ainsi que le point de contact, exige, comme on sait, 

N„=: ' ^^ -^ conditions. Donc : 1° si l'autre surface, s, renferme M 

arbitraires, on peut en disposer de manière à élever l'ordre du contact 
jusqu'à la plus grande valeur de n qui laisse N„ non supérieur à M; 2° pour 
que le contact puisse s'élever à Tordre immédiatement supérieur (n-f-1), 
il faut que le point de contact satisfasse à (N ^ — M) conditions. 

Cette proposition, à laquelle on borne le plus souvent cette partie de la 
théorie du contact, souffre, dans un des cas les plus simples, une exception 
remarquable signalée dans le Cou7^s d*analyse de V École polytechnique^ par 
M. Hermite. Il s'agit du cas où i est une surface arbitraire du second degré. 
Le nombre M est ici égal à 9. Conformément à ce qui vient d'être rappelé, 
le maximum de n est égal à 2. Mais la seconde partie de la conclusion cesse 
d'être exacte. Le contact devrait pouvoir s'élever au 3^™** ordre en des 
points satisfaisant à une condition sur la surface donnée. Il n'en est rien : 
les points dont il s'agit satisfont à deux conditions. Ils sont donc en 
nombre fini. De plus, en chacun d'eux, il existe un faisceau de surfaces du 
second degré ayant avec la proposée un contact du 3*""® ordre. 

Cette exception est-elle un fait isolé, ou a-t-elle lieu dans d'autres cas? 
Telle est la question qui s'offre ici. Je prouverai qu'une exception analogue 
a lieu dans le cas où la surface arbitraire est du 3^"®, du 4^*"® ou du 5^*"® de- 
gré, et qu'il n'en existe point pour les surfaces de degré supérieur, 

2. Voici d'abord une remarque des plus simples, qui donne une pre- 
mière indication sur le sujet dont il s'agit. Soit 2 = l'équation d'une sur- 
face, et T = celle de son plan tangent en un point a. Soit \ une constante 
arbitraire. Les surfaces du faisceau 2 -h )T"*^ ont manifestement, en a, 
avec 2, un contact d'ordre (2m — i). Si, en effet, on substitue aux coor- 
données, dans l'équation du faisceau, celles d'un point de 2, à dislance infi- 
niment petite du 1" ordre de a, 2 s'évanouit, et T est du 2^™® ordre. Donc 
2 + >T'" est infiniment petit d'ordre 2m. Donc le contact est bien d'ordre 
(2m — i). 

Supposons maintenant que 2 soit du degré m. Nous avons formé, de la 



Digitized by 



Google 



sorte, en un point arbitraire a de 2, un faisceau de surfaces du même 
degré, ayant avec la proposée un contact d'ordre (2m — 4). Donc : 

Si, en un point d'une surface^ il existe une. sur face de degré m, ayant 
avec la proposée^ un cont ict d'ordre non supérieur à (2m — i), il en existe 
une infinité, " 

Si, comme je Tai rappelé plus haut, on calcule le maximum de n relatif à 
une surface arbitraire de degré wi, on trouve, pour m = 2, 3 ou 4, que ce 
maximum est v2m —2), c'est-à-dire 2, 4 ou 6. 

Par conséquent, un contact d'ordre 0, 5 ou 7, en un mot d'ordre (2m — 1), 
est exceptionnel. La remarque précédente nous averlit donc que, si ce con- 
tact exceptionnel a lieu, en un point d'une surface S, à l'égard d'une sur- 
face de degré 2, 3 ou 4, il a également lieu à l'égard d'une infinité de pa- 
reilles surfaces. 

Le maximum de w, calculé de même pour le cas où m= 5, est égal à 9. 
Ici le nombre Ng des conditions est précisément le même que celui des 
arbitraires, à savoir 55. On croirait donc qu'en chaque point d'une surface 
S, il existe une surface du 5^'™® degré ayant avec S un contact du 9^"^ ordre. 
Je dis une à cause de la forme linéaire des équations qui servent à déter- 
miner la surface. Mais, d'après la remarque ci-dessus, s'il en existe une, il 
en existe une infinité. Voilà donc encore une exception à la théorie géné- 
rale ; et celle-là est un peu différente des précédentes. 

Pour les valeurs de m supérieures à 5, le maximum de w, calculé de 
même, est, on le prouve aisément, supérieur à (2m — 4). La remarque 
ci-dessus cesse alors d'être utile. 

Les indications précédentes ne suffisent pas pour résoudre les questions 
proposées. Une étude plus approfondie est nécessaire. Avant de l'aborder, 
je feiai remarquer que cet ordre de recherches peut être envisagé d'un 
point de vue, au premier abord, différent. 

3. Soit^ comme plus haut, 2 une surface à M arbitraires, et n l'ordre le 
plus élevé du contact que ces arbitraires permettent d'établir entre 2 et 
une surface donnée S en un point donné. Pour que l'ordre de ce contact 
puisse s'élever à (n-H 4), il faut que le point de contact satisfasse à des 
conditions qui se traduisent par des relations entre les coordonnées et les 
dérivées partielles prises sur S. Or il est manifeste que ces relations ne sont 
autre chose que les équations aux dérivées partielles du groupe de surfaces 
2; c'est-à dire les équations qu'on obtient en différentiant l'équation de 2 
jusqu'à l'ordre minimum qui permette l'élimination de toutes les arbi- 
traires, et en faisant cette élimination. 

Cette double interprétation des équations aux dérivées partielles à deux 
variables indépendantes est un fait général en analyse^ et sur lequel je 
pourrai revenir dans une autre occasion. Dans tous les cas de la théorie du 
contact, elle est immédiatement évidente. Par exemple, l'équation aux dé- 
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rivées partielles des surfaces réglées, considérée comme définissant un lieu 
de points sue une surface donnée, y définit le lieu des points de contact des 
droites surosculatrices, c'est-à-dire ayant avec la surface un contact du 
gème ordre. 

La considération de ce lieu, qui s'offre ici comme un exemple, fournit 
une explication simple de l'exception relative au contact des surfaces du 
second degré. Je l'indique en passant. Soit P cette courbe. Si, en unpoinlp 
d'une surface S, il existe une surface i du 2*"* degré ayant avec S un con- 
tact du 5*"® ordre, les droites de 2, qui passent en /?, ont avec S un cojitact 
de ce même ordre. Le point p appartient donc doublement à la ligne P ; il 
en est un point double. Il n'y a donc qu'un nombre fmi de tels points* 
Ainsi : 

Les points d*une surface S, en lesquels il existe des surfaces du ^^^ degré 
ayant avec S un contact du 5^*"® ordre sont des points doubles du lieu des points 
de contact de S avec ses droites surosculatrices. 

La réciproque de cette proposition est exacte, comme on le verra plus 
loin. 

J'arrive maintenant à la question générale, qui peut être ainsi posée : 
Quelles sont les équations aux dérivées partielles d'ordre minimum ^ ne con^^ 
tenant aucune constante arbitraire, auxquelles satisfont les surfaces de 
degré m? 

4. Les surfaces de degré m contiennent un nombre M d'arbitraires, 
marqué par 

jl ^ (m-hi)(m4-2)(m^-5) _ ^ 
6 

J'en prends une passant â l'origine des coordonnées, et y touchant le 
plan des xy. Elle contient (M — 5) arbitraires, et satisfait à 3 équations, à 
savoir, pour x = 0,y = 0, 

Formons les dérivées partielles de «, au point 0, jusqu'à l'ordre minimum 
qui permette Télimination des (M — 3) arbitraires, et faisons cette élimina- 
tion. Nous obtenons ainsi des équations : 

(2) = 0, Oi = 0, ..., 

entre les dérivées partielles considérées. Ces équations, à cause de (1), ne 
contiennent ni les coordonnées, ni les dérivées partielles du i*"" ordre. 

Je dis que les équations (2) sont précisément les équations aux dérivées 
partielles des surfaces de degré m, que je cherche. 

Changeons, en effet, de coordonnées, en posant : 

(5) a 4- ^' = X, t -f- î^ rri y, c H- px 4- gy -f « = Z; 
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Tirons dé ces équations x^ y^ z et remplaçons ces variables par leurs 
expressions dans(l) et (2). Il est clair que les équations (2) ne changent 
pas, sauf que x, y, z sont remplacées par les lettres X, Y, Z. Quant aux 
équations (1), elles deviennent, pour X = a, Y = fe, 

... „ dl dl 

Les équations (2) et (4) conviennent donc aux surfaces de degré m, pas- 
sant au point X == a, Y= è, Z= c, et y touchant le plan 

Z — c = ;?(X — a) + 9( V — &). 

Il suffira d'éliminer les constantes arbitraires a, 6, c, p, q pour avoir les 
équations qui conviennent à toutes les surfaces de degré m. Ces équations 
se réduisent donc aux équations (2). Ce qu'il fallait démontrer. 

Donc, premier résultat : les équations aux dérivées partielles des surfaces 
d'un degré donné, ne contiennent ni les coordonnées^ ni les dérivées partielles 
du 1*' ordre. 

Ce résultat s applique également à toute famille de surfaces, telle quon 
puissi mener une d'elles par un point quelconque, de manière à y toucher un 
plan quelconque. Dans ce cas général, comme dans celui qui nous occupe, 
on peut, pour former les équations, supposer la surface passant à l'origine 
des coordonnées et y touchant le plan des xy. 

Dans cette hypothèse, si un terme de l'équation de la surface est de la 
forme kz^y^T^, et que xçX y soient infiniment petits du i*"" ordre, ce terme 
est lui-même ijifiniment petit d'ordre (r-+-9 H- 2p). Comme les dérivées par- 
tielles de z sont, à des facteurs numériques près, les coefficients du déve* 
loppement de z suivant les puissances croissantes de x et y, on voit que le 
terme considéré n'a aucune influence sur les dérivées partielles d'ordre 
inférieur à (r + ^ -h 2/?). 

Ainsi, dans le cas du 2^™® degré, le terme en 2* n'a pas d'influence sur les 
dérivées partielles d'ordre inférieur à 4. Les 7 dérivées du 2*""® et du 
jèmc ordre dépendent donc simplement de 5, et non pas de 6 arbitraires 
(M — 3 = 6). Honc il y a au moins deux équations du 5®"*' ordre. 

Pour le S^"**' degré, le terme en z^ n'intervient pas dans le calcul des déri- 
vées avant le ô*™® ordre. Les 18 dérivées du 2^"® au 5«"^ ordre dépendent 
donc de 15 et non de 16 coefûciefits (M — 5 = 16). Donc au moins trois 
équations du b^'"® ordre. 

Pour le 4*"® degré, le terme en «* n'intervient pas dans le calcul des déri- 
vées avant le 8^™® ordre. Les 33 dérivées du 2^™® au 7*"'® ordre dépendent 
donc de 30, et non de 31 coefficients (M — 3 = 31). Donc encore au moins 
trois équations du 7^"^ ordre. 

Pour le b^'^ degré, le terme en «* n'intervient pas dans le calcul des ilêri- 
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vées avant le 10«*»« ordre. Les 52 dérivées du 2^'"* au 9*^*"® ordre dépendent 
donc de 5 1 et non de 52 coefficients (M — 3 = 52) . Il y a donc au moins une 
équation du 9^^ ordre. 

Là s'arrête l'application de celte nouvelle remarque. Elle ne diffère pas 
essentiellement de celle qui a été faite plus haut, n° 2. Elle la compléle et 
fait prévoir les résultats du calcul dont je vais m'occuper. 

5. Je considère une surface passant à l'origine des coordonnées et y 
touchant le plan des xy, conformément à une remarque du immôro précé- 
dent. Soit 

(5) ^==S, + S5 + S4-4-... 

le développement de z suivant les puissances croissantes de x et y. Je dé • 
signe ici par S* un polynôme homogène en x, y, de degré k. Ses coefficients 
sont, à des facteurs numériques près, les dérivées partielles d'ordre k. 

Je représente de même par une lettre tout polynôme homogène en x, y, 
en indiquant son degré par l'indice inférieur, en sorte que : 

(6) f^) = t^)^tf^il) + ,„ + él^ 

est un polynôme quelconque en x, t/, de degré k. D'après ces définirons, 

les symboles d*^^, *1*1î'--- ^^^'^^ ^^"*^- 

L'équation d'une surface de degré m, d'après ces conventions, pourra 
s'écrire : 

(7) T^«) ^ T^»'-!)^ ^_ tC»- V + + T<V-' + T^V = 0. 

On obtiendra toutes les relations enire les dérivées partielles de z et les 
\ ^ > coefficients de (7) en écrivant que l'expression (6), mise à la place de z dans 
(7), fournit une identité. 
Je forme les termes par degrés successifs croissants. J'ai ainsi : 

(8) <r=o, «^^=0, 

j4'«)+4"'-%+<f-*)s,=o, 

Pour appliquer ces équations, je suppose d'abord m=:2. Alors é"^^ est 
nul. Le seconde des équations (9) indique que S- est divisible par Sj. Donc : 

Les surfaces du 2^"® degré satisfont à deux équations aux dérivées par 
tielles du 5^"® ordre que Von obtient en écrivant que le polynôme du 3^""® de- 



gré en a 



^ dH r- ^ d^z ^ dH , dH 
dx^ dx-ay dxdy^ dy* 



Digitized by 



Google 



-- 53 --- 
est divisible par le polynôme du 2*°*' degré' 

^.1;* docdy dy** 

Ce sont précisément les conditions, indiquées par M. Hermite, pour la 
possibilité du contact du 3*"® ordre entre une surface et une surface du 
second degré. 

Les équations (9) sont évidemment susceptibles elles-mêmes de la double 
interprétation signalée plus haut, n°3. On y peut considérer les coefficients 
des polynômes S comme donnés. Les équations servent alors à déterminer 
la surface (7) de manière à ce qu'elle ait avec la surface (5) un contact 
d'ordre égal au degré de celle dfîs équations (9) à laquelle on s'arrête. 

Si donc on suppose que S3 soit donné, divisible par Sj, les équations (8) 
et les deux premières des équations (9) déterminent, dans l'hypothèse 
m = 2, un faisceau de surfaces du 2*"« degré, de la forme 2H-X3* = 0, qui 
ont avec la surface proposée, en 0, un contact du 5^"® ordre. 

6. Quelques mots encore au sujet du contact des surfaces du 2**"^ degré. 
L'équalion d'une surface étant mise sous la forme du développement (5), 
les points d'inlereection dé cette surface et du plan des ocy doivent vérifier 
la relation 

(10) = 82 -h 834-84 4-.:.. 

S'il arrive que la courbe, lieu de ces points, se compose de plusieurs 
lignes distinctes, et que Q = soit l'équation, sous forme entière, de l'une 
d'elles, le second membre de (10) est divisible par Q. 

Ce fait se présente dans le cas d'une surface réglée. Pour la génératrice 
rectiligne qui passe en 0, Q est linéaire et homogène. C'est un des deux 
facteurs de S,. Le second membre de (10) étant divisible par ce facteur, il 
en est ainsi de S3. Par suite, on obtient, comme on le sait d'ailleurs, Véqua- 
lion aux dérivées partielles dès surfaces réglées en écrivant que le polynôme 
A, du numéro précédent, a un facteur commun avec le polynôme B. 

Que l'on se reporte au résultat du numéro précédent, et Ton voit que les 
deux équations aux dérivées partielles des surfaces du 2®"*® degré expriment 
la double génération rectiligne de ces surfaces. Comme conséquence, l'équa- 
tion du 2®'"® degré à trois variables en est la solution générale. 

Au point de vue de la théorie du contact, les points d une surface, en 
lesquels les polynômes A et B ont un facteur commun, sont les points de 
contact des droites surosculatrices ; ils forment ce que j'ai désigné précé- 
demment par la ligne P. D'ailleurs, nous venons de trouver que les points 
où A et B ont deux facteurs communs sont ceux où le contact du 3*™* ordre 
avec une surface du 2^"'° degré est possible, et inversement. Nousjretrou- 
ni. ^ 5 
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vons donc par le calcul que ces points sont doubles sur la ligne P, et aussi 
la proposition réciproque. 

7. J'applique maintenant les équations du n^ 5 au cas où m =5. Ici 

tt\ C\ C"*^ sont nuls. La 3^« des équations (9), si Ton y fait tf = \,ce 
qui est permis, devient 

^ (11) K + t^K + {i^'l + éX)^,=^, 

Je dis qu'on en peut déduire aisément les polynômes 1^*^ et fa*^-l-t[f^Sj. 

S 
A cet effet, je considère la fraction rationnelle ^ en y supposant que 

le rapport — soit remplacé, dans cette fraction, par une racine de S, = 0. 

A ce point de vue, la fonction rationnelle peut être réduite à un polynôme 
du 1®' degré homogène en x, y, dont les coefficients s'expriment rationnel- 
lement par ceux de S^, Sj, S,. La définition de ce polynôme A^ peut être rap- 
pelée abréviativement par la relation 

(12) A, = -^ (raod. S,). 

Sans autre explication, on comprend de même quel est le polynôme A, du 
second degré, homogène ewx^y, qui est défini par 

(13) A, = J* (mod. S,). 

Le polynôme A^Sg 4- A^S^, qui est, comme S4, du 4^"® degré, lui est égal 

X 

pour 5 valeurs distinctes de la variable —, à savoir les racines de Sj et 

de S3. C'est donc précisément S4. On en conclura aisément que la solution 
de l'équation (11) est donnée par 

(14) <<" = -A.,t?' + t("S,=-V 
La 4^"® des équations (9) devient maintenant 

(15) S« - A,S, - A,S5 4- {éX + '^^X)% = 0. 
Désignons par B5 le polynôme 

Bg = Sg — kfi^ — A jSj, 

dont les coefficients sont exprimables rationnellement par ceux de S,* Sg, 
S4 et S5. L'jéquation (15) exprime 5 conditions : 
1*> B5 est divisible par Sg; ce qui donne 2 équations. 

2* Le quotient ^ est de la forme aSg^-lSSaj tiet p étant une constante 

et un polynôme du 1«' degréy indéterminés^ ce qui donne une équation. 
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II s'agit de former cette dernière équation. 
Je dénote par un accent les dérivées prises par rapport à la variable -, 

les coefficients des polynômes* étant, bien entendu, considérés comme 
constants. 
Puisque B5 est divisible par Sj, j'ai 





| = |-Mmod.S.). 


Soit donc 




(16) 


p = y*(ax + by] (mod. S,), 


(17) 


S., = y*{cx + iy) (mod. S,). 



On verra sans peine que l'équation cherchée est 
(18) ai — hc = 0, 

a, i, c, tétant, comme l'indiquent les relations (16) et (17), exprimables 
rationnellement en fonction des dérivées partielles du S*"® au 5*"® ordre. 

Ainsi : Enjoignant à V équation (18) celles quon obtient en exprimant que 
Bg est divisible par S-, on a les trois éqt^ations aux dérivées partielles du 
Oj. 5ème (yrdre des surfaces du 3^"® degré. 

A un autre point de vue, ces trois équations expriment les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour qu'en un point d'une surface^ le contact avec une 
surface du 5^"® degré puisse s'élever au 5*"® ordre. Quand elles sont satis- 
faites en un point, il existe en ce point un faisceau de telles surfaces du 
5éme degré. 

Pour cette dernière partie, on voit, en effet, que les équations considé- 
rées, jointes aux deiix premières équations (9) et à (8), déterminent tous 
les coefficients de l'équation du S**"® degré, sauf celui du terme en 2'. Les 
surfaces cherchées sont donc de la forme 2 -+- ^2;^=: 0. 

8. Considérons maintenant les équations (9) dans le cas général. Nous 
les distinguons en deux groupes : en premier lieu, la série des premières 
jusqu'à celle qui commence par le terme t^^\ inclusivement. Les équations 
de ce groupe souriront à déterminer 

quand les autres polynômes t auront été déterminés par les équations sui- 
vantes, qui forment le second groupe* 

C'est seulement ce second groupe, qui ne contient pas les polynômes i^"), 
qui servira à trouver les équations aux dérivées partielles cherchées. C'est 
ainsi que le calcul a été fait dans les deux cas précédents. 
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Ainsi, par cette voie, tous les coefficients de Tl^^\ au nombre de 
^ ^-ç^ ^, sont immédiatement éliminés. Les équations qui subsis- 

tent, et dont les degrés, par rapport à —, vont en croissant, commencent 

au degré (m-hi). Chacune d'elles fournit des équations distinctes, indé- 

^^^1 pendantes de x et y, en nombre égal à son degré en — Ces équations sont 

d'ailleurs linéaires et homogènes par rapport aux coefficients des poly- 
nômes t, qu il s*agit d'éhminer. Dés que leur nombre permettra l'élimina- 
tion complète, cette élimination fournira les équations aux dérivées par- 
tielles que Ton cherche. 

Pour le 4^"^ et le 5^™^ degré, conformément à des remarques déjà faites, 
l'élimination est possible avant que la constante T^^> se soit introduite. 
Ainsi, pour le 4^"^ degré, on aura à considérer des équations des degrés 5, 

X 

G, 7 en — • Elles donneront lieu à 6H-7-f-8 = 21 équations linéaires 

et homogènes, entre lesquelles on doit éliminer les coefficients de T^'^, 
T^2)^ 'j(i). En formant ces équations, ce qui est facile, mais un peu com- 
pliqué, on verra qu'aucun de ces coefficients, au nombre de 19, n'y 
manque. On aura donc, par l'élimination, 5 équations du 7^"® ordre. On 
' peut donc dire que : 

Les surfaces du 4^™® degré satisfont à 5 équations aux dérivées partielles 
du 7^"»^ ordre, 

A un autre point de vue, ces équations expriment les conditions néces- 
saires et suffisantes pour quen un point d'une surface^ le contact avec une 
surface du 4^™® degré puisse s'élever au 7^*"® ordre. En un tel points il existe 
un faisceau de telles surfaces du 4®*"® degré. 
Pour le 5*""® degré, on aura à considérer des équations des degrés 6, 7, 8, 

X 

9 en — . Elles donneront lieu à 54 équations linéaires et homogènes entre 

les coefficients de T^*), T^'), K^), T^'), au nombre de 54, et dont aucun n'y 
manque. Donc : 

Les surfaces du 5^^ degré satisfont à une équation aux dérivées partielles 
du 9^"*® ordre. • 

Cette équation caractérise, sur une surface quelconque^ le lieu des points 
en lesquels le contact avec une surface du 5^™® degré peut s élever au 
gème QydY'e. En chaque point de ce lieu, il existe un faisceau de surfaces du 
3ême degré ayant avec la surface considérée des contacts de cet ordre. 

Il est clair que l'équation du 9^^° ordre dont il s'agit a pour solution gé- 
nérale une surface qui, en chacun de ses points, a un contact du 9^""® ordre 
avec un faisceau de surfaces du 5'™° degré. 
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Au delà du 5*"® degré, les mêmes raisonnements prouvent sans peine que 
la théorie générale, rappelée au n<> 1, a toujours lieu. Il paraît bien difficile 
de parvenir à trouver la loi des équations définitives. S'il est cependant 
permis de l'espérer, c'est peut-être en suivant la marche que je viens' d'in- 
diquer, et dont l'effet est de faire disparaître immédiatement un assez grand 
nombre des quantités que l'on doit éliminer. 



Sur là courbure des surfaces de carène; par M. A. de Saint-Germain. 
(Séance du 20 janvier 1875) 

Quand un plan P se déplace de manière à détacher d'une surface convexe 
S un segment U de volume constant Y, le centre de gravité de U décrit une 
surface 2 que son rôle en hydrostatique a fait nommer surface de carène. 
Soient M, M' deux points de 2 correspondant à deux positions infiniment 
voisines P, P' du plan mobile, dont l'intersection est, on le sait, une droite 
HH' qui- passe au centre de gravité de la section G, déterminée par P dans 
2 : le plan tangent à 2 en M est parallèle à P; j'ajoute que l'indicatrice au 
même point est homothétique à l'ellipse principale de la section G par rap- 
port à son centre Ae gravité, et qu'en outre la courbure de la surface 2 
varie en raison inverse des moments d'inertie de G par rapport aux droites 
qui passent en son centre de gravité. 

Prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse principale E de la 
section G, et pour axe des z une perpendiculaire aux deux premiers; appe- 
lons A l'aire de G, et posons, en étendant les intégrales à tout l'intérieur de 
cette section, ' 

I I xHxdy = kb^y II y^dxdy = Aa* ; 
en sorte que Téquation de l'ellipse principale E puisse s'écrire 

fc* ^ a* ' 

le moment d'inertie G par rapport à un diamètre de longueur 2r sera A — r- 

Soient Q l'angle <;7r de HH' avec OX, e l'angle des plans P et P', et suppo 
sons P' au-dessous de P dans la- région qui contient la partie positive de 
l'axe des^. Les différences entre les coordonnées de M' et celles de M, dx, 
dy^ dz^ sont données par le théorème des moments : 

ydx =1 I 6(a; sin Ô — 1/ ces ^)xdxdy = KhH sin Ô, 
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\dy = / / i(xsm 6 — ycos ^)ydxdy ^ — ka*t cos6, 

Ydz = / 1 96*1^ sin ô — y cos ^)^dxdy == ôAE'(a' cos«ô + h^ sin'ô) . 

du fl' 

La valeur -p = — j-^ coiB prouve que la direction de Télément MM' est 

conjuguée de HH' par rapport à E. Puisque dz est infiniment plus petit que 
dx eidy^ il faut que le plan tangent à 2 en M soit parallèle à XOY ou P ; le 
rayon de courbure de la section normale qui contient MM' a pour mesure 

_ dx*-h dy* A a* cos*6 + h* sin'e A, 

^"" 2dz ""Y a*cos*6 4-**sin«e ""v''' 

r étant la longueur du demi-diamètre de E conjugué à HH', c'est-à-dire 
parallèle à la tangente à MM'; or p varie comme le carré du demi-diamètre 
de l'indicatrice de 1 qui contient l'élément MM' ; il faut donc que cette indi- 
catrice soit homothétique à l'ellipse principale E. 

En prenant pour S un cylindre et ne considérant que des sections C pa- 
rallèles aux génératrices, on a un théorème de géométrie plane : le rayon 
de couYbure du lieu des centres de gravité des segments d'aire constante inter- 
ceptés dans une surface convexe par une corde variable, est perpendiculaire 
en chaque point, à la corde correspondante, et égal au cube de cette corde 
divisé par 24 fois Vaire du segment. 

Dans le cas général, la courbure de z est mesurée par la somme des in- 
verses des rayons de courbure principaux 



i 1 — v/^-L J_\ 



elle est proportionnelle^ à ce qu'on peut appeler la valeur moyenne des in- 
verses des moments d'inertie de G par rapport aux diamètres de E. 

On ne peut trouver des relations aussi simples entre E et la courbure de 
la surface enveloppe du plan P, parce que la position du point où F touche 
son enveloppe dépend non-seulement de la forme de la section C, mais 
aussi de la loi de variation du plan tangent à S sur le contour de G, et cette 
loi est tout à fait quelconque. 



Propriété nouvelle du quadrilatère et du' triangle; par M. H. Brocard. 
(Séance du 8 avril 1874) 

1 . Les côtés d'un quadrilatère étant pris pour diagonales de carrés, les 
sommets extérieurs et intérieurs de ces carrés forment deux nouveaux qua^ 
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drilatères dont les médianes sont égales et se coupent à angle droit en un 
même point qui est leur milieu commun. 

Soient ahcd le quadrilatère donné, A,B»C,D les sommets extérieurs des 
■ carrés, A'yB^CjD' les sommets intérieurs de ces mêmes carrés. 

Nous aurons démontré la proposition si nous faisons voir que les diago- 
nales AC,BD d'une part, A'C',B'I)' d'autre part, sont égales et se coupent à 
angle droit. 

2. Prenons pour origine le sommet d, pour axe des x le côté da: dési- 
gnons les côtés respectivement par 2a, 2è, 2c et 2d, et par «, j3 les angles 
cda, dah^ et l'angle de ch avec da par 7. 

Soient x^^y^ les coordonnées de A, xf^^r/^ celles de A', etc. 

Nous aurons, comme il est facile de s'en assurer, les deux systèmes d'é- 
quations : 

iCj=2a — h CCS P -h& sin p, y^z=zhmi^ -\'h cos p, 

x^=z^a — 2& cos p — c cos «y+c sin 7, t/3 = 2fc sin p -f- c sin 7 4- c cos 7, 

a;4=:dcosa — rfsina, 2^4 = d sin a -|- rf cos a, 

et 

x'^=2a—bcos^—hsm^, «^ i/j = 6sin p — ^ cosp, 

xl=^a — 2fccosP — ccos-f — c sin 7, î/J = 2&sin p 4- csin-y — ccos-f, 

x'^=d cos a H- d sin a, 2^^ = d sin a — d cos a, 

sous les conditions communes 

a = rf cos a + c cos f -h cos p, 
d sin a = c sin 7 4- ^ sin p, 

par suite desquelles les expressions de (x^ — a:^), etc. deviennent 

^1 — ^z = yi — 2/4 = ^ ^^s p — d cos a — c sin 7, 
x^ — Xj^zzzy^ — t/j =1 o -f- c cos 7 4- & sin p 4- d sin a, 

d'une part, ce qui prouve que AC =BD; et 

jîg — a;; = î/; — 1/i == d cos a — c sin 7 — & cos P, 
Xg — x'^= y[ — 1/1 = a 4- c cos 7 — & sin p — d sin a, 

d'autre part, ce qui prouve que A'C =B'D'. 
3. Des équations précédentes, on conclut encore identiquement que 



yj — Vi yé — yt ^ 

fl/J •""" iCj X^ "^"^ O/J 

et que 

y î—y'i yî— y« , 

*'4 ■*'a ^"^ Xm 



i, 



1, 
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ce qui montre que les diagonales (AC,BD), (A'C',B'D') des deux nouveaux 
quadrilatères se coupent à angle droit. Il en sera donc de même des mé- 
dianes de ces deux quadrilatères. Les extrémités de ces médianes sont donc 
les sommets de deux nouveaux carrés. On s*assurerait enfin très-facilement 
que le centre commun de ces deux carrés est le centre des moyennes dis- 
tances des sommets du quadrilatère donné. 

4. De ce qui précède, on déduit une propriété nouvelle du triangle. En 
effet, si Ton suppose le quadrilatère circonscriplible, la proposition énoncée 
s'y appliquera également. Le triangle, étant toujours circonscriptible, repré- 
sente un quadrilatère de ce genre, dans lequel un des sommets est le point 
de contact d'un des côtés du triangle avec la circonférence inscrite. La 
propriété précédente subsiste donc avec cette modification et donne lieu à 
l'énoncé suivant : 

Les sommets d'un triangle et Vun des points de contact du cercle inscrit 
étant pris pour extrémités des côtés d'un quadrilatère, les sommets des carrés 
construits sur ces lignes comme diagonales sont les sommets de deux nouveaux 
quadrilatères dont les médianes sont égales et se coupent à angle droit en un 
même point qui est leur milieu commun. 

Dans ce dernier cas, la distance de ce point au côté qui renferme trois 
sommets du quadrilatère est le quart] de la hauteur correspondant à ce 
côté. 



Sur rintégration de quelques équations différentielles; par L. V. Turquan, 
(Séance du 25 février 1874) 

J'ai intégré quelques équations différentielles en les convertissant en 
équations aux différences partielles d'une fonction de deux variables. Ce 
procédé peut paraître détourné, mais n'a rien qui puisse surprendre, car 
on sait trouver les intégrales générales de plusieurs équations aux diffé- 
rences partielles, tandis que certaines équations différentielles ordinaires 
n'ont pu encore être intégrées en termes finis, c'est-à-dire ramenées à des 
quadratures. Ce procédé peut d'ailleurs, dans certains cas, donner les 
intégrales d'équations différentielles qui résistent aux procédés connus 
jusqu'ici. Un des exemples que je traite est, je crois, dans ce cas. 

1« Soit 

une équation différentielle du premier ordre, algébrique et d'un degré 

du 

quelconque par rapport à -p. Je poserai 
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T étant une fonction connue quelconque d'une nouvelle variable t. J'aurai 

^* — o — T^ d'où ^-£ 

dz dT ^, , dr 

j, = q = ^y. dou2, = ç:^- 

Je porte ces valeurs de -^ et de y dans Téquation (i), qui devient ainsi 

' une équation aux différences partielles de z, mais qui ne contient pas cette 
fonction, savoir 

(2) <f{x,t,p,q) = 0. 

Or Lagrange a fait dépendre Tinlégration de l'équation (2) de celle des 
équations aux différences partielles simultanées 

d^dp d^dp^_d^ 
^^^ dp dx'^dq dt~~ dx' 

... d(p dp d<D dq d^ 

^ ' d^di'^d^Tt~"^di" 

dans lesquelles p eiq désignent deux fonctions des variables indépendantes 
X et t. Ces deux fonctions p et q doivent satisfaire en outre à la condi- 
tion dz =pdx -i~ qdt, ou vérifier les relations 











dz 


dz 
dt=9- 




Si on 


pose 


les 


équations 








(5) 






dx 


di 


-dp_ 


^dq 


d(^' 

rf7 


Tq 


d(p 
di . 


rfcp 
di 



et qu'on en tire deux intégrales particulières 

(6) fii^.tfP.q) = fli, U{^,t,p,q) =z as, 

dont l'équation (2) ne soit pas un cas particulier, et a^, a, étant deux con- 
stantes arbitraires, le système de ces deux intégrales constituera une inté- 
grale particulière des équations (3) et (4) ; car on peut vérifier qu'elles 

fournissent des valeurs de^, ^, ^, ^, qui satisfont aux équations (3) 

et (4). 
D'ailleurs on a aussi 



(7) 



dpdx -\- dqdt — dp dx — dqdt dx 



Digitized by 



Google 



^ 42 — 

et comme le numérateur du premier des rapports égaux (7) est nul, le dé- 
nominateur du même rapport, 

doit être nul aussi. Ce qui fait voir que Téquation (2) est aussi une inté- 
grale particulière des équations (5). 
On a en outre 

,8, ,= ,|, ,=§ ,, 

par conséquent, si, entre les équations (2), (6) et (8), on élimine p, </, / et 

dy 

-p, on aura une relation entre x, y et deux constantes arbitraires 

(9) f(x.yra,.a^) = 0, 

qui devra renfermer comme cas particulier Fintégrale de Téquation pro- 
posée ¥(x,y,-^j=zO, et qui deviendra cette intégrale, si on établit entre 

les constantes une relation convenable. 
Cette relation doit être telle que si on différentie ([x^y^a^^a^ = pour 

en tirer ^y et porter cette dérivée de y dans l'équation proposée 

F (^,y, -p| =0, on trouve une identité. Donc Féquation (1), après qu'on 

aura effectué ces opérations, se changera en une équation entre les deux 
constantes a^, a„ seulement, qui sera la relation cherchée. 

On voit qu'on pourra obtenir par cette méthode l'intégrale d'une équa- 
tion différentielle donnée, chaque fois qu'on pourra obtenir deux inté- 
grales particulières du système 

dx dt — dp — dq 

dfo dç d(o d(f 

dp dq dx dt 

et distinctes de f (.r, t, p, q) = b. 

On choisira la fonction T de manière à faciliter les intégrations. J'ai pris 
ordinairement T = <, ou T = e*. 

2* Premier exemple : Intégration de l'équation 

Je fais 
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d'où 

L'équation proposée devient ainsi 

Je poserai ensuite 

dx dq dp dq 

équations d'où l'on lire 

, adq aq-^c 
dp = — -^ puis p = — , 

c étant une constante. 
J'ai aussi 

pdx + qdt dq 

n(p^-]-bf)~~ ne«^ -»-»'' 
d'où 

pdx + qdt = dq. 



On peut éliminer pdx^ car 



Ainsi 



P^ — b^-' ~bf^^ 
'"' — (aq-hcf-^rC'bf' 

et 

/* n^b^-^dq 

la constante arbitraire étant renfermée sous le signe /. 

Alors, remplaçant dansp" 4- bq^ = e'^^^^p et t par leurs valeurs en fonc- 
tion de 9, on aura 

ce qui donne une relation entre xeXq. 
On a aussi 



Digitized by LjOOQIC 



^ 44 -^ 

d'où 



^ (aq -h c)» 



Mq 

(2) y = qe J (aq-i-c)n + .ni,qn^ 



ce qui donne une relation entre y et q. Il n'y aura plus qu'a éliminer q 
entre (1) et (2) pour avoir l'intégrale demandée. On peut aussi regarder 
les équations (i) et (2) comme représentant cette intégrale, et la question . 
est ramenée à de simples quadratures. 
3° Deuxième exemple : Intégration de 

où X représente une fonction quelconque de la variable x^ et ÂfA^^A,, ..., 
A"~SA„ des nombres quelconques. 
Je fais 

d'où 

^ = pe-^.y = qe-t. 

Par là il vient 

(1) A/?» + kjipn-'q + AjX*p»-V+ - + An-.iX»-i/?9»-i 4- A„XY= 0- 
Je pose 

nkp^-^ + (n — l)AiXj9»-«^ H- ... + A„_iX»-iç»"-i 

rft 

~"AiX/?»-i 4- 2A,X*p«-«ç + ... + nA„XY--* 

— dp — dq 



■~ X'(A,p»-»g -H 2AjX/>«- Y- -H ... + nA„X»-^9» ~ 

On voit d*abord que 

pdx 4- qdt r= 0, 

que 

qdt dp 

T "" "^ F ' 

Y/7r» 

d'où pdx = -^, et, par suite, p^cmX, c étant une constante arbitraire» 
et m une racine de Téquation 

(2) Am'' + AiW«-4 + Ajtt«-« + ... 4- A„-itt -f- A„ = 0. 
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On a aussi dq = 0, d'où q = c^, q étant une nouvelle constante. Ces valeurs 
dep et q, portées dans 1 équation (1), donnent 

Ac«m»X« + A/-^qX«m""^ 4- ... + An-iccî"* mX« + A»c;X»= 0, 
ou 

d*où Ton voit que c=zCi, 

D'autre part, l'équation pdx'+-qdt = 0, si Ton tient compte des résultats 
obtenus, devient 

cdt = — pdx = — cm\dx, 

d'où 

i = — m rxrfa>, ef — e-^SUx, 

Comme y = ge"" ', on a 

y = ce^^^^* 

Nous pouvons supposer la constante qui doit accompagner f\dx con- 

logf 
tenue dans c\ je vois donc que m= r X d ' 

Enfin, m étant une racin^ de l'équation (2), j'ai pour l'intégrale de- 
mandée 

»— i 



/.ogfV ■ A 



log |\ log 

W + - + '"-'/xi + *«="• 



On peut arriver plus simplement à ce résultat. On pose 
(3) 'i = myX, 

et l'on voit que cette valeur de -^ satisfera à l'équation proposée, si m est 
racine de l'équation (2). Or, en inlégrant l'équation (5), on trouve 

d'où m= ^ „ , ; et cette valeur de m, portée dans (2), donnera l'inté- 
grale eherchée. C'est celle que nous avons trouvée. 
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4* Remarque. — Si ron a 

A g+A.AM) g^! + A^»^)«g;; + ... + A,_./(x.»)«-« 1 + A^a!,#=0. 

on fera -p z=mf(Xjy), m étant une racine de 

Am» 4- AjW«-i 4- AsM»-« 4- ... + An_iu -f A»= ? ; 

et si Ton sait intégrer -^=:mf(x,y), on aura une équation entre x,y,m 

et une constante arbitraire. L'élimination de m entre cette équation et la 
suivante 

Am» 4 A^m»-^ 4- A^m^-s 4 ... + A«_im 4- A„ = 0, 

donnera l'intégrale de l'équation proposée. 
Si, par exemple, on a 

on posera -^ = m, d'où y — c = mx eim = , et l'intégrale deman- 
dée sera 



QUESTIONS 



Trouver tous les couples de courbes qui jouissent de la propriété sui- 
vante : D'un point quelconque de l'espace, les deux courbes paraissent se 
couper à angle droit? (Mannheim.) 

Étant donnée une courbe dont on connaît le degré, la classe et les sin- 
gularités, étudier le lieu des points d'où Ton peut mener à la courbe deux 
tangentes égales. Déterminer son degré, sa classe et ses singularités. 

Même question, les tangentes égales étant menées à deux courbes dis- 
tinctes. (Laguerre.) 
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Note sur un compas trisecteur proposé par M, Laisant; par M. H. Brocard, 
(Séance du 31 mars 1875) 

A roccasion d*un récent mémoire que j'ai publié, relatif à Divers pro- 
blêmes de géométrie dont la solution dépend de la trisection de V angle ^ mé- 
moire que j*ai l'honneur de présentera la Société 
mathématique, M. Laisant m'a fait connaître un 
moyen très-ingénieux de diviser un angle quelconque 
en trois parties égales, en se servant d'un compas 
articulé, d'une construction très-simple, ainsi que 
Ton en pourra juger. 

Soient OABC, BEDC, deux losanges articulés, OBD 
une tige rigide sur laquelle l'articulation D peut glis- 
ser. Comme la diagonale CE est divisée en deux par- 
ties égales au point I, et qu'elle est perpendiculaire 
à OD, on en conclut que les angles lOG, lOE sont 
égaux. Mais le point C se trouve sur la bissectrice OC 
de l'angle lOA, ainsi Tangte COA est égal aux deux autres angles, et par 
suite l'angle EGA est divisé en trois parties égales par les droites 01, OC. 

Menons EA' parallèle à 01 et par suite perpendiculaire à lE. Comme 
lE = IC, OA' = OA ; mais le lieu du point C est une circonférence ayant A 
pour centre et CE pour tangente au point C. Le lieu du point E est donc la 
podaire de cette circonférence, le point A' étant le point fixe. Ce lieu est 
donc un limaçon de Pascal, 

On peut rapprocher de ces remarques celles que M. Jouanne a exposées 
dans les Nouvelles annales de mathématiques (2^ série, t. IX, année 1870, 
p. 40). Voici, en effet, ce que dit M. Jouanne : 

Pour diviser l'angle EOA en trois parties égales, de pstrt et d'autre du 
point 0, l'on prend sur OA et sur son prolongement OA' deux longueurs' 
OA, OA' égales. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, on trace 
une circonférence, dont la podaire par rapport au point A' est un limaçon 
de Pascal. Du point E, où le côté OE rencontre cette courbe, on mène une 
tangente EC à la circonférence. La ligne CO, qui joint le sommet de l'angle 

au point de contact, forme Tangle COA = ~^. 

En effet, le point E étant le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
A' sur la tangente EG, les lignes EA', 01, AC sont parallèles, et comme 
OA = 0'A, on a aussi CI==IE. Mais les angles lOC, OCA sont égaux, de plus 
OCA=rCOA. Ainsi IOC = COAi De plus, IOC = IOE=:OEA'i Donc COA est 
bien le tiers de EOA; 
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M. Peaucellier a fait connaître, dans les Nouvelles annales (2® série, t. XH, 
année 1873, p. 77), une série de compas articulés, dont l'un peut servir au 
tracé géométrique du limaçon de Pascal, en le considérant comme la 
courbe réciproque d'une section conique. Ces systèmes articulés fournissent 
ainsi une solution de la trisection de V angle. 

Néanmoins, dans la question spéciale que nous avons en vue, le compas 
trisecteur de M. Laisant me paraît préférable à toute autre combinaison, et 
il donne une solution tout à fait pratique de la trisection de F angle, dans 
les mêmes conditions que celles où le compa» ordinaire donne la bissection 
de l'angle ou de l'arc. 

Il sera très-facile de réaliser un compas trisecteur, en réduisant à ses 
pièces essentielles le système articulé proposé par M. Laisant. On conservera 
les deux losanges articulés OBAC, BCDE et l'articulation à glissière D, mo- 
bile sur la règle OD. 

Le compas trisecteur dont je viens de donner la description méritait, 
comme on le voit, une mention spéciale, et c'est pourquoi j'ai cru devoir le 
faire connaître à la Société mathématique, en le signalant à toute son 
attention. 

Voici enfin, au sujet de la question, un détail historique d'un cerlain 
intérêt : 

La trisection de l'angle au moyen du limaçon de Pascal fait l'objet d'un 
opuscule, publié à Paris en i809, intitulé : Trisection de V angle, par 
AzÉMAB, suivie dfe Recherches analytiques sur le même sujet, par Garnier. 
L'auteur emploie uniquement le limaçon de Pascal, sans donner ce nom à 
la courbe trisectrice. Il en fait une description très-détaillée, dans l'étude 
analytique de laquelle on trouve les équations en coordonnées rectilignes 
et polaires, ainsi que la valeur du rayon de courbure, de l'arc et de la sur- 
face. Il fait connaître aussi l'énoncé et la démonstration d'une propriété du 
cercle, découverle par Archimède, et qui a mis sur la voie des recherches. 
Cette propriété n'est autre que celle qui est rappelée dans l'extrait de l'ar- 
ticle de M. Jouanne. 



Mémoire sur la transformation des formes quadratiques; 
par M. H. Lehonnier. 

(Séance du 11 novembre 1874) 

Les traités de géométrie analytique indiquent, pour les coordonnées ordi- 
naires et celles qui en sont des fonctions linéaires, à quelles conditions les 
équations de deux droites ou de trois plans donnent deux diamètres conju 
gués d'une conique, trois plans diamétraux conjugués d'une surface du 
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second degré. Nous n'avons rencontré nulle part Téquation de la ligne ou . 
de la surface exprimée au moyen de celles de deux diamètres conjugués ou 
de trois plans diamétrai|x conjugués quelconques. 

C'est pourquoi on accueillera, Je l'espère, avec quelque intérêt les déve- 
loppements qui suivent, sur certaines transformations d*une forme quadra- 
tique. 

Le premier problème que nous traitons est celui de passer d*une forme 
connue en carrés qui soient indépendants les uns des autres à toute autre 
formé analogue, s'exprimant par les carrés de fonctions données, linéaires 
par rapport à celles qui entrent dans la première forme. La question est 
alors d'établir, entre les coefficients de ces fonctions linéaires, des relations 
nécessaires et suffisantes, et de trouver les facteurs dont les carrés doivent 
être affectés. Nous traitons en second lieu du problème de passer d'une 
forme en produits sans carrés, puis de la forme générale, à toute forme pos- 
sible en carrés, dans des conditions analogues à celles du premier pro- 
blème. Quant à la transformation d'une somme de carrés en une somme de 
produits sans carrés, ou de celle d'une somme de produits, nous nous bor- 
nons au cas où la première forme dépend seulement de trois fonctions, les 
formules se compliquant au delà de ce nombre. 

Nous terminons la première partie de ce travail par une démonstration 
fort simple du théorème de M. Hermite sur le maintien de l'espèce, et par 
l'établissement de ce fait général qu'une forme du second degré à n va- 
riables, ^aijXjXj^ est réductible à la somme de p carrés, lorsque n — p des 
dérivées partielles sont des fonctions linéaires des autres. 

I 

Soient w^, m„ ..., m„ des fonctions de variables, linéaires ou autres, ou 
plutôt des expressions quelconques susceptibles chacune d'une valeur arbi- 
traire, et soient considérées n fonctions linéaires de ces quantités : 

* = i 

e* étant ±1. 
La formule 

a lieu, n'est même qu'une identité, si le déterminant 

^11 ^m 



nhi wi»n 



m 
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est différent de zéro, et que les -^^ — ^ relations 

i = l 

soient satisfaites avec 

Si=n 
i = i 

Considérons l'équation 

la valeur de Vf étant 

- (2) Ui=2 _ ^i*«*t- 

Là formule (1) a lieu identiquement, si Ton a pour toutes valeurs, depuis 
1 jusqu'à n, i 






[1 y a là -^— ^^ — ^ relations entre les dénominal eurs H< et les coeffi- 



cients my. 
En prenant, par rapport à Uf, les dérivées de (1), on trouve 

Mi— -Tj h -77 h-- -\ n— > 

si Ton multiplie par mu et qu'on fasse la somme de, i=l à i = n, on 
obtient 

ce qui donne 

i=n 

(4) 2i _ mh(mki = 0, 

et 
(4) Hifc=2'ï"^^*' 



si les Vi sont, comme les Uu indépendants les uns des autres» 
Or les n équations (2) déterminent pour m^, m^, ..., î^» des valeurs finies, 
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quand on donne à D^ ..., U,^ telles valeurs finies qu'on veut, si le détermi- 
nant des coefiicients m,A 

m.. .... . m.. 



mm 



w»» 



est différent de zéro. On peut donc, à cette condition, faire que, par des 
valeurs convenables de m^ ..., u^, les fonctions U< prennent des valeurs arbi- 
traires, indépendantes les unes des autres» Moyennant cela, les relations (5) 
entraînent donc les relatioiis (4). 

fi(fi 1 \ 
Réciproquement, étant donné les -^— ^ — ^ relations qu'implique la re- 
lation générale 

w 

si Ton prend 

on aura la formule (1) 



.i=» 



__ i = n 

ïk=yi mtu 



pourvu que le déterminant 



M=: 



Vhn 



»««» 



soit différent de zéro. 
Observons d'abord que Ton a 

M, 



Mi« I 



avec 



cl 



Miyt=: mît + mîs -4- ... 4- m|„ = V mh = Ha, 
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de sorte que 

(5) M« = H,H,...H,. 

On voit4)ar là que si M n'est pas nul, il en est de même de H^, H„ ..., H^. 
Posons les n équations 

(6) ^^^mmt = h^ 

Puisque le déterminant M est différent de zéro, on pourra, en disposant 
arbitrairement des A», obtenir des valeurs finies correspondantes pour a^, 
Oj, ...,««» et, par conséquent, en attribuant à a^, «j, ...,a^ des valeurs 
convenables, on aura pour A^, ..., A„ telles valeurs finies qu'on voudra. 

Or, si Ton multiplie, par m*!, m^, . ., m*» les n équations (6) et qu'on 
ajoute, on obtient 



d'où 

(7) **=a;2n"^*'^^- 

On a ainsi n équations nouvelles qui, multipliées par mi^, ms^, ..., m„A ^t 
ajoutées, donnent 



i = i H, 

De là résulte 



et 



s;.:;t=- 



ce sont les formules (.3). 
On a donc la formule (i) 



,ï=» 



'-«U? 



du moment que M est différent de zéro, quand on a 



.<==« 



2 rnh=\in' 
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II est à remarquer que, d'après cette analyse, les deux groupes de for- 
mules s'exprimant Tun par 



,i=n 



l'autre par 



et 












pour 



Si=n 
< = l 

sont équivalents à la seule condition que le déterminant 



Wm 



rrini . . 



f^nn 



"soit différent de zéro. 

Si l'on change w< en Ui)/7i^ niu enmj|y/sl, s< étant ±1, la formule (1) 
devient 

pour 

et, à la place des formules (4), on a 

Si=n 
i=l 

Si=n 
i=i 

à la place des formules (5) 



(A^ft). 



= 2" 



II» 



(•^i); 
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on a d'ailleurs 



M* = 6i8j • • ' h 



m„i 



=: HjHg . . • H„ 



Dans celte transformation d'une somme de carrés en une autre, quand les 
fonctions sont réelles, Tespèce se conserve, c'est-à-dire que le nombre des 
carrés affectés de coefficients négatifs reste le même. C'est un théorème 
dont la première démonstration est due à M. Hermite {Cours d'algèbre supé- 
rieure par J. A. Serret, n<» 254, 2® édit.). Il peut s'établir avec plus de sim- 
plicité comme il suit. 

Considérons la formule (i) 









en y supposant réelles les fonctions Ui et, par suite, les H,. Supposons 
qu'on ail là 

6p+l==ep-Hî= =2n = — ^» 

cl, d'autre part, 

Hi > 0, Ha > 0, ..,, 11, >0, 
Hî+i<CK , U«<0. 



Soit d'abord q >;?. Si l'on pose 



U. 



on pourra généralement tirer de ces équations, pour w,+i, Uq^^, ..., m„, 
des valeurs en fonction de u^,u^, ...<,Uq, La substitution de ces valeurs 
dans 2^iMf n'atteindra pas le terme négatif Sp+iwj+i. Si l'on fait ensuite 
Ui = 0, ^2 = 0, ..., 1^= 0, le premier jnembre de la formule ne sera sus- 
ceptible que de valeurs négatives, tandis que le second n'ayant plus que 
des termes positifs sera d'un signe contraire. On ne peut donc avoir ?>>p. 
Soit en second lieu q </>. Si l'on pose alors 



Uj = 0, U3==:0, 



:0, 



et qu'on tire de là w^, Wg, ..., w, en fonction de Wg+i, ..., tt„,pour en substi- 
tuer les valeurs dans le premier membre, la substitution n'atteindra pas le 
terme positif e^wj. On pourra donc faire que le premier membre soit d'une 
valeur positive, tandis que le second n'ayant que des termes négatifs ne 
pourra avoir le même signe. 
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On ne saurait donc avoir q<iP' Donc les termes négatifs sont en même 
nombre des deux côtés. 

Dans ce mode de démonstration, nous supposons bien deux déterminants 
mineurs différents de zéro ; mais un cas d'exception ne peut là faire diffi- 
culté, car il serait à considérer comme limite du cas général. 

Des conditions à remplir pour qu'une forme quadratique^ homogène, de 
n variables 

soit réductible à être une somme de p carrés ;*p < n. 
Soit posé 

^aijXiXj:=i^ _ ki\]î {p^nY 

Mi étant une fonction linéaire homogène des variables .r*. 

Posons U< = pour les p valeurs de i, et tirons de ces équations les va- 
leurs de/) des variables en fonction des autres. Si ces valeurs se substituent 
dans la forme, elle deviendra nulle, quelles que soient les valeurs attribuées 
aux n — p autres variables. 

Il en sera de même pour toute dérivée partielle de la fonction 

S^jA^Ui j-^' D'après quoi, si Ton égale à zéro p des n dérivées de la forme 

par rapport aux variables, et qu'on tire des p équations les valeurs de p des 
variables en fonctton des autres, la substitution de ces valeurs dans les 
autres dérivées conduira à des résultats nuls, quelles que soient les valeurs 
attribuées à ces autres variables. 

Réciproquement, la fonction du second degré est une somme de/) carrés, 
lorsque les valeurs de p des variables tirées des équations qu'on obtient en 
égalant à zéro p des n dérivées annulent les autres identiquement. Cela re- 
vient encore à ce que n — /) des dérivées soient des combinaisons linéaires 
des p autres, alors qu'aucune de celles-ci ne Test des/)— 1 autres. 

Soient, en effet, x^,x^, ...,;rples variables qui s'expriment par les autres 
au moyen de/) dérivées égalées à zéro. L'hypothèse est que les valeurs de 
ces variables ainsi obtenues annulent toutes les dérivées, quelques valeurs 
qu'on attribue à x^^i, ..., a;„. En général, on pourra façonner la fonction 
en une somme de carrés, en nombre n au plus, tels que x^ entre dans le 
premier seul, x^ dans le deuxième, sans être dans les suivants, qu'il soit ou 
non dans le premier, x^ dans le troisième, sans appartenir à ceux qui le 
suivent, étant ou non dans les précédents, et ainsi de suite. Soient 
Xi, X,, ..., Xp, Xp^-i, ..., X„ les fonctions dont on a ainsi les carrés, abstrac- 
tion faite des coefficients. 

Prenons les dérivées de la forme par rapport à x^^ a:,, ..., x^, la pre- 
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raière ne dépendra que deX^, la deuxième de X^ et de X,, la troisième de 
Xi> Xj, X5, etc., et elles en seront des fonctions linéaires. Or les expressions 
des p variables a?!, x^, ..., Xp en fonction des autres qui annulent les déri- 
vées, pour toutes valeurs de ces dernières variables, annuleront alors X^, et 
par suite Xj, puis X,, etc., jusqu'à Xp, ainsi que Xp+i, ..,, X^. Mais ces der- 
nières fonctions étant indépendantes des/) variables en question, c'est iden- 
tiquement qu'elles sont nulles, sans aucune substitution. Donc la forme 
quadratique est la somme de p carrés. Elle pourra d'ailleurs se transformer 
d'autre façon en somme de p carrés. 

C'est ainsi qu'une forme quadratique est réductible à un seul carré, 
quand la valeur d'une variaMe tirée d'une dérivée égalée à zéro annule 
toutes les autres, ou, ce qui revient au même, quand les dérivées sont pro- 
portionnelles à des constantes. Sous ce dernier énoncé, le théorème, du 
reste, s'étend à une fonction homogène quelconque de plusieurs variables 
de degré K, en ce qu'elle est alors la puissance du degré K d'une fonction 
linéaire des variables. 

II 
Proposons-nous d'abord de transformer 

en 2 rr^ ^^^^^ Q^^ l^s nombres A:, i elj sont variables de 1 à n, t se pre- 
nant plus petit que y. 
Soit posé 

il) 222«.«.=s5| 

pour 

(2) U» = 2**""m»<«,. 

La formule (i), comme identité, implique les relations 

et 

En prenant la dérivée de (1) par rapport à «(, on obtient 



t = » 



Ut 



(4) S-.-S.I.^^'g uU 



Digitized by 



Google 



— 57 — 

Comme i est susceptible de n valeurs 1, 2, ..., n, il y a n formules de 
ce genre. Multiplions-les par \j >,, ...,>„ et ajoutons ; il s'ensuit 

(as+ . . . 4- xj«,H- (Xs4- ... -4- K + h>^ 4- ... -f- (X, -4- . .. x.-.K 

= G" Zj ^*''*<* '^îTZj ^**"** "*■ •••• 



Or, si Ton pose 



>i-f- ... 4-X„ = mAi, 
y^-h ... 4- X, = mw. 



Xi +.'.•+ X„_t =mAn, 

on a, par Taddition, 

(n-lXXt4-x,+ ...-f>„)=:2 ~"mftik = SA, 
ou 



par suite 



X|H- ... H-Xb= ^_^ Sa, 



1 

X< = jSft — m«, 



et la formule S devient 
ce qui peut se changer en 

Il en résulte 

et 

(7) = ;^S,S, - S* ^ [«««i» (A ^ 1 ). 

wfw - 1) 
Nous trouvons ainsi, avec les expressions de H*, -^— ^ — - relations (7). 

Réciproquement, ces relations (7), eu égard aux expressions H», entraî- 



Digitized by 



Google 



— 58 - 

nent les relations (3), et par conséquent la formule (i), si les H» et le déter- 
minant 



A = 



sont différents de zéro. 
Posons en effet 



wirti 



,k=n 



5j "**A** = ^A» 



h étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., n. 

Si Ton multiplie les n égalités par . S^ — m^i, 

et qu'on ajoute, on obtient 



n — 1 



Sfl — ^ifl»> 



d'où 






Considérons les égalités de ce genre répondant à ^= i, 2, ..., r?, raul- 
liplions-les par nim, msA» ..., ^nft ^^ ajoutons les résultats; il s'ensuit 

«.=s;:>|s::;î'(^^-»")!- 

Gomme, d'après les hypothèses faites, A^, A,, ..., A„ sont susceptibles de 
telles valeurs qu'on veut, cette égalité se partage en 

'=s:;:"^(,4,^-~). 



Or, si l'on pose 



s.:;î(ïr^^— ^) c-^^)- 



ces w relations peuvent s'écrire 

j / \ n 2 

1 = ^ _j J Mfci + Ma2 4- ... + Mfc,A-i + MA,ft-Hi 4- ... 4- Mfta j— — — j-MjkA» 

= — j Mfti H j ( Mftî + Mfts + .. . Mft„ ) — - — j Mftft, 

n — 1 n — 1\ / n — l , 

* t 

1 

Maa manquant dans la parenthèse. 
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En soustrayant de la première relation chacune des autres, on a, à la place 
de celles-ci, 

i = Mai — Mftft, 
1 =M/ij— M/j/i, 



d'où, par l'addition, 

n — 1 = (MM + Mft2+ ... 4-Ma„)-(«~1)Mm. 
La première relation étant 

n- 1 =(Mm .+. Mftj+ . . . 4-Mft„) - (n -2)Mhft, 
il s'ensuit 

et 

Mft^ = l (h^i). 

Les relations (5) sont ainsi obtenues. 

Les relations (3) et les relations (7) sont, en conséquence, équivalentes, 
eu égard à la valeur générale de H^ et aux conditions exprimées. 

En second lieu, soit proposé de transformer 

alors que i est différent de ?* en S tt > l^s w< étant indépendants les uns des 

^^ H* 

autres, ainsi que les Uj^. 
Soit posé 

(1) • ^I^^iJ^i^J^Ii^^ 
pour 

(2) U*=T*""mii,Wi; 
c'est avoir 

(3) **~^f = i"Tîr" v^<^)- 
En pr.enant la dérivée de (1) par rapport à Ut, on trouve 

(4) S,.^,«v^i = S,^,^*%' 
j étant différent de f, ou a« = 0. 
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Gomme i est susceptible des n valeurs 1, 2, 3, ..., n, il y a n équations 
de ce genre. Multiplions-les par >ai, >hî, ...,>*„ et ajoutons ; il s'ensuivra 



Ua 



^sii^KsL!'**'"^ ■ 



en posant 

(6) aiilfti + a«> w -♦- .. . + a< - 1, »>*, i - 1 + fli -M, M, <+!-!-.,.+ Oni^hn = w?a,, 

t variable de 1 kn. 
Ces équations (6) donnent 



^== 



0,4 fls, . . . 
fl42 fljj .. 


««2 






û|» a«» . . . 


. 



et 



AXm: 



ûji ... mft£ ... a„i 



m/r„ ... 



«1» ^in 

et Féquation (5) se partage en 

(7) 0=:2*^"^«m»/ (/i^A). 

de sorte qu'avec les expressions de H*, il y a là ^- — -' relations. 

Réciproquement, ces relations, en ayant égard aux expressions des H^, 
entraînent les relations (5), par suite la formule (i), si les H» et le détermi- 
nant 





mji . . 


• • • ^1» 


== 






wi„, . . 


. • • wi»« 



sont différents de zéro. 
Posons, en effet, 



» = i 
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et multiplions ces égalités par >ji, >j^, ..., >j», puis ajoutons ; nous aurons ' 

kOgU 

d'où 

et de là, en faisant gf = l, 2, ..., w et multipliant par mi^, w^, ..., 

ce qui se partage en 

1 = 2:.=, H7''** 

La première de ces deux relations peut se développer moyennant la 
valeur de >(« en 

ce qui est satisfait par 



et 



«=s:;:t- 

11 en est de même des autres formules du premier groupe. 
La première de celles du second, se développant en 

= (^-g- + -g- + ... j Pu - (^-g^ + -ji^ + ... j P« + ... , 

revient également, moyennant les mêmes conditions, à 

ce qui a lieu, h étant différent de A:; et de même pour les autres. 

D^ailleurs, il n'y a pas d'autre solution ; car, à prendre pour inconnues 
les n expressions 

W*A = 2u H ' 
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le déterminant des n équations est 



Pli Pu • • • Pin 



Pn! Pna • • • Pk» 



= A»-t^O. 



La réciproque à établir est ainsi démontrée. 

Cette analyse est de tout point applicable à la fonction complète du se- 
cond degré 

^ttijuaii (aij = aji), 
i eij variables de 1 à n, sauf à remplacer, dans A et àhh les éléments par 
Car si Ton pose 



(») 



2a«u,ti, = 2,^^F*' 



on aura, pour la dérivée par rapport à m,, 






En multipliant par >ai, ).a2, ..., >An les n équations de celte sorte, et les 
ajoutant, on aura 



s:::(s:;>..)"=s:;;-(s::>s- 



d'où 



en déterminant lés >m par les équations 



qui donnent 



et 



A = 



^hi 



Hi "ai • • • «»i 



'^i;* "8« î • *. **n» 



a,, m/ii ... fl„ 



a,rt m/»„ ... a„, 
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et Ton a par là 



Réciproquement, on pourra déduire de ces relations, comme plus haut, 
ei par conséquent la formule (i). 



III 



uv vw wu 

Transformation rfe m* + v* -h w* «n -|j- -f -ût + -07 • 



Soit posé 



UV VW WU 

pour 

U = mw 4- wt^ -f- pWf 
V =: m'u -f- n'v + p'k;,* 
W = m"M -f- n^v 4- p"m;. 

Avoir la formule (i) pour toutes valeurs de w, v, w, c'est avoir 
. mm' m' m" m''m 

(2) i=,?!l' + — + — , 



H "^ H' "^ II" ' 



et 



mn' 4- m'n m'n'' + m'^n' m^n -{- nm" . 

H ' ÏF "*" ÏF ~^ 



(5) jj— + jp ^+— jp -0, 

pm' 4- mp' p'm" 4- m^p^ p'^nt 4- m*'p __ .. 
H "^ iP ^"^ H" "^ 
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mV 4- m'U rn'W -h m'V m'U + mW 



U 



H' 



H" 



2t» = n 1 û7 h 



H 



H' 



H". 



2w 



_ jgV4-j?T , pW + p^^Y j^'U + pW 



^ ■ H' ^ H" 

d'où, en multipliant par m, n, p et ajoutant, 

(5) iU— g + j;^ • 



-f 



(mm" -f nn" H-pp")!! -h (ffiM- n* +p*)W, 

w 



relation qui se partage en 



mm' H- nn' + pp' mm" -f nn" 4- pp* 



H 



H" 



(6) 



^ tn« -f- n* + p* mm* + nn" -{-pp" 

0- g + g; , 

^ mm' + nn' 4- pp' m* + n* -4- p« 



m n 


P 


m' n' 


/>' 


m" n" 


P' 



si U, V, W peuvent être quelconques, c'est-à-dire si Ton a 

111 
Résolvons ces équations par rapport à q, |p, |p« Le déterminant est 

A^ = %mm' 4- nv! + pp'){mm'' 4- nn" 4- pp^Xw» 4- n« 4- p>), 
et Ton trouve 

A, g .= ^mm" 4- nn" 4- pp")(»w" -f- n* 4- p»), 
. A,i = -2(m«4-»»+p«), 



d*où 

(7) 



A, g;? = 2(m* 4- n« + p»)(mm' 4- nn' -\- pp% 

U = mm' 4- n?i' 4- pp', 
_ (^..m^ + wn^ 4- pp')(mm" 4- nn*^ pp^) 
m«4-n«4-p* 
H'* = mm" 4- nn" 4- pp"- 
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A l'aide des facteurs m\ n\ p\ on tire de même des équations (4) 

II' = m'm" 4- n'nT + rt»", 

..„ _ __ (nCm" -f- nV -{-p^p")(m'm -f- n^w -f- p» 

■~ m'«-+-n'« -fP^ 

Il = m'm 4- n'n -f- p'p, 

et, à l'aide des facteurs m", n", p", 

H" = w^m 4- n^n 4- p^j?, 

„ (m''m 4- n^n 4- p'p)[w!*m' 4- » V 4- pV) 

^* 4- n"* 4- p"» * 

H' = m''m'4-nV + pV . 

On a ainsi 

H = mm' 4- nn' 4- pp', 
(8) H' = m'm" + n'n" 4- p'f , 

, 11" = m" m 4- n"n 4- p"p, 



et 



m« 4- n* 4- p* = g-» 

(8) ,n'*4-n'«4-p'* = - — 

II"1I' 

m"* 4- n** 4- p"* = ît-» 

n 

d'où résulte 

H* = (m« + n* 4- p^)[m'^ 4- n'* 4-p'*). 
H'* = (m'* 4- n'* + p'^)(m'^ 4- n"« 4- p"*), 
H"* = (m"» 4- n"* + p''*){m* 4- n« 4- p«), 

et 

- HH'H" = (m* 4- »' -+- p'tm'^ H- n'« 4- p'«)K« 4- n"« 4- p"»). 

Par suite, il faut 

H = — \/m*4-n*4-p* sjm'^ + n'« -*- p'«, 

(9) H' = - v^m'« 4- n'* 4- p'^ y'm**.^ n"«4-p''*, 
H" = — v^m"*4-n"*4-p''* \/m«4-n«4-pS 

ou bien 

II = — v^fti*4-n«4-p* Vm'«4-n'*4-p'«, 
(9) H' = — v^m'«4-n'«+p'« v^m"* 4- n"»4-p''«i 

H" = — v/m"«4-n"«4-p"* v^m*4-n«4-pS 

chaque radical pouvaut d'ailleurs se prendre implicitement avec (cl signj 
qu'on voudra. 

m 5 
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Sous forme rationnelle on- a donc . . : 

(m« 4- n« + |?«)(m'« + n'« + p'») — (mm' -f- nn' 4- pp')* = 0, 
(mn' — m^n)* ■+- (np' — pn')« 4- (pm' — mp')* ==0, ... ; 



par où Ton voit que m, n, /> ne peuvent être réels à la fois. 

Réciproquement, étant données les expressions (8) de H, H', H" et les 
relations (9), les formules (2) et (3) en seront les conséquences, par suite la 
formule (f), si aucune des quantités H, H^ H'' n'est nulle, ni le détermi- 
nant 



A == 



m n p 



m" n" p'^ 



Posons, en effet, 

(10) 



m* 4- m'p 4- w^-y = A, 
n* 4- «'P 4- n^Y = B, 
^a4-p'p4-p'''Y = C. 



En disposant de a, |3, 7, les quantités A, B, C pourront être de toutes va- 
leurs, le déterminant A étant différent de zéro. 

Multiplions ces équations par m, n, p, puis ajoutons. En tenant compte 
des relations (8), on trouve 

— ^a + H.8 4-H''7 = mA4-nB4-/?C. 

On a de même par m', n! p', et par m", n", p", 

ii/iï 
Hx - ^P + H'-Y = m'A 4- n'B 4- p'C, 

ma 4- H'p - S^m^A H- n^B 4-p "C. 
H 

Uésolvons ces équations par rapport à «, j3, 7. Le déterminant est 

Ai=:4HH'ir, 



et il s'ensuit 



^ m'A 4- H'B 4- p'C , m*A 4- w"B ■+- p^C 
2« = jj + jj^— i 

^^ m^'A 4-^1*^8 4- p^C mA 4- hB 4- pC 
^P~ ÏF ■*" H ' 



«T 



_ mA-fnB4'pC , m'A 4- n'B 4- p'G 



"H^ 
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d'où, en multipliant par m^ m\ %ri* et ajoutant, on tire 

2A=2.^-îP + -g- + -grjA+ ^^ H + H' + M") 

(mff + m!p m' f +p'm' mrp+ff>m\ ^. 



ce qin donne 

. mm' m' m" m^m 

^ mn' H- m'n m'n" 4- n'm*^ w"» -j- mn*^ 

îî *■ . H' "^ ÏP ' 

«— ii "^ IF ' iF~"* 

On obtiendra d*uiie A|(<iq, semblable les autres formules (2) et (5). 

Rbmarque. — Quand »^ i^^ w sont des fonctions du premier degré en 
x, y y Zy Téquation u^ -\-v^-^nfi = donné un cône, et. les équations 
U = 0, V = deux plans pasati»! m sommet du cône. fj*intersèction des 
deux plans est sur le cône sfron a. Jk.hi fois 

mu -4- nv + pw ïs 0» 
m'u -f nv + j9w ^ !« 

d*où résulte 

u V w 

np' — pn' pm' — mp' mnf — m'k' 

puis 

(np' — pn'Y + (pm' — mp'f 4- (m«' -— w'n)* =^ C. 

Les relations (9) ont par là une signification géométrique. 

Si Ton change tt, r, w en usjiy v^t\ '^sf^y w, n, p en wi^, ?i\/7, ;V«"» 
t, f', «" étant ±: 4, la formule (1) devient 

, ^ . . ^ . • UY ^ VW WU 



avec 



et Ton a 



U = imu H- s w» -f s^/^tt^. 
V= im'a 4- «'n'r;4- 1"/?'"^» 



H' = tm'm" 4- a'n'n* 4- t^p'p", 
H* = jm^i/i -h l'it^n 4- e^jo^^ 
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U/tl 






H" 
H 



puis 



II" = — s/tm"^ 4- *'»'« 4- lY' V^«m«4-e'w'4-ey, 
OU les mêmes ^expressions avec changement de signe pour H' et H", chaque 
radical impliquant d'ailleurs, tel signe qu'on voudra. 
S'us forme rationnelle, c'est avoir 

t{np^—pn')* 4- t'(pm' — mp')* 4- e^lmn' — m'/t)* =0, 

i ^W —p'n'')^+Ap'm^ — my)* 4; ^"(m'/i'''— mV)« = 0, 

«Ki» — ?"'!)* + «'(iP^wi — m"p)* 4-'6''(m''rt — mn")» =0. 

Les fomiui^s (2) daviennent 



mm' , w'î»* m'^m 



+ 



H ; H' ^ H" ' 
, nn' n'n" n"n 

* — IT "*■ TF "^ TF' 

et les Tormules (5) restent les mêmes. 

IV 

UV VW ' wu 

Transfoi^mation de uv + vw + wu en -j- 4- — 4. _. 

Soit pose 

(l) w« + »u;-huju= — 4--jpr-4-jpr, 

pour 

U = mtt 4- /i» H- pWy 
\ = m'u-hn'v-{-p'w, 
W = m"u 4- n''v 4 J^''M^ 

n, V, w étant des quantités indépendantes les unes des autres. 
Celte formule implique les relations 

mm' m'm'* m'm . 

(i) T"^Tr + TF-*^' 



PPl.py.P'P^a 
H -^ H' "^ H" "^ ' 
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mn' 4- m'n m'n" -4- n'vn!' wl'n 4- mn" __ . 
H "^: W "^ H" "" ' 
,-. n}/-hpn' , nY + p'n" , n'T? -4- /y'^n _ ^ 

l^j H ■** JF "*■ TF^ "~ ' 

pm' -{-mp^ p'm" -♦- m'/?" /^'m + m*p . 

H ■*" w^ •■": BP -^v 

On tire de (1), par dérivation, . i 

mV-f-m'U m'W-+-m''Y . m'U -t- mW 

„^u;= g— + g; + g, , 

(4) W + U= g + g; 4- g= , 

« + »- H "*■ ÎF "^ W' ' 
d'où, en multipliant par >, p, v et ajoutant, 



(5) 



Si Ton pose 
d'où 



p.4-v = rn, v4-X = n, XH-u.=rp, 

n+p — m p-f-m — n m + n — p 

^— 2 ' "'^ 2 ' ^"" 2 * 

on aura, par cette équation (5), * 

VH'^HV 2 ■^\H"*"H''; 2 '*"\H"^HV 2 

It») "-(^hF+h; 2 ■*"VÎF"^H/ 2 ^VF"^H; 2 

^_ /m , m^\ n-f-p— m , /n , n^\ p + m — n , [p p'\ m + n—p 

"-"Vh'"^h'; 2 ^Vh^'^hv 2 '"VîP'^'ff^; 2 

Posons, pour abréger, - . ^ 

m' ^ h n'i^ ^ h p' — ^-^ — = N*" ] ~ K^]' 

c'est aussi 

1 1 

^^m' + n' +//)(w -t- n + p) — (mm' + nn* + pp') = 5SS' — (wm' + nn' +pp'). 
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On aura de môme 



[m"m] = [mm"] = IsS» — ^m^m -h n"n -f p^p). 

S^'^ désignant m^'^ 4- n^'? -H /^ 

L?s équations (6) d«vtjg»inent par là 

1 1 

(6) = t[mm}+iKm], 



et l'on a pareillement 



1 1 

<^==fl/(Ww]-hjp{mmj, 



1=:i-,Km']-|-i[mm'], 



W = l[m'm']-hi[nim']. 

= l[mW]+i[m'm'], 



et 

i 1 

= jp[mm'']+jpKm'']. 

Sur ces relations, les trois premières donnent 

A = 2[mm'] [mm"] [mm] , 
A = =: [mm"] [mm] , 

doù 

H = 2[mm'J. 

Par les autres, il vient de même 

(7) . H'=2[m'm"), 

H'' = 2[m*m]. 
Comme l'on s^ 

i 1 

P = |j [mm] H- |j;[m"m], 
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il s'ensuit 



ou 



et de même 



0_ r^ffl] , [m^m] 
fmm'] [mm'^ 4- [m'm''] [mm] = 0, 



(8) [m'm''][m'm] -f- [m''m][m'm'J=0, 

' [ m^m ] [m''m'] -^ [ mm'] [m^'m'*] = . 

On peut déduire des deux premières de ces relations 

[mm']^ = [mm] [m'm'], 
et Ton a de même 

(8)' [mW]* =r [m'm'][m'm'']y 

I m^m ]* = [m''m''] [mm] . 

Ces systèmes (8) et (8)' sont équivalents, du moment que [mm!], [m'm"J, 
[m"m] ou H, H', H" sont différents de zéro. 

Les relations (8)' peuvent s'obtenir immédiatement par une autre voie, 
mais sous une forme différente. . 

D'après la formule (1), si l'on posQ U = 0, V=0, il s'ensuit 
tiv -h vw -h u^M = 0. On doit donc avoir à la fois 

mu 4- n» -f pu» = 0, 
m'tt -f n'v 4- p'w = 0, 
ttv -h vw -hwu =0. 
De là 

Il ' V w 



np' — pn' pm' — mj/ mn — m'n' 
puis 

(np' — pn')(pm' — p'm) -\- (pm' — mp^)(mn' — m'n) -f {mnf — • nni')(np' — p»') = 0» 
On a de même 

(n'p" — p'n'')(p'm' — m'p*) + (p'm" — m'p^)[mfn'* — m^n') 

4- (m'n" — m V)(ny — //n") = 0, 
(n*p— p*n)(p''m— m*p) 4- (p'm— wi''p)(w''w— wiw'')4-(ni''n— mn*)(n'p— p'n)=6. 

On a d'après cela l'identité 

(np' — pn')(pm' — mp') 4- (p*»»' — mp'Xmn' — m'n) 4- (mn' — m'n)(np' — pn') 
= [mm][fn'm'] — \mm']^ 
= (m« 4- n« 4- p*)(wi'8 4-fn'« 4- p'*) — (wwi' 4- wn' 4- pp')* 

4-(w4-n4-p)(m'4-n'4-p')(wim'4-nn'4-pp') — 2(w4-n4-p)*(m'»4-n'«H-p'») 

• -|K4-»'H-p')'(n»*+w«H-f*)' 
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Réciproquement, quand les relations (8) sont satisfaite?, les relations (2) 
et (3) s'ensuivent, pourvu que les expressions (7) de H, H', H", ainsi que le 
déterminant 

m n p 
m' nfp' 
m''n'*p'' 

soient différents de zéro. % 

Observons d'abord que ces relations reviennent à 

Km'] -4-i^ = 0, 

Posons 

n« -4- n'P + vT-i = 0, 
px-h/ZP -t-p''^ =0. 

Multiplions ces équations par les coefficients de m, n, p dans [mml, et 
ajoutons ; nous aurons 

. , , IH'Ho . r / »i ,n'+p'— m' . p'+m'— n' , ^m'-hn'— »' ^, 
[m'm]a--— p+[m'm''h=A ^^ -^B^ -+ C ^ — ^ = ^> 

r /. 1 . r * no 1H''H' n^+p»— m" , .p^-hm^-n" , ^m' + n"-»" ^,, 



Or le déterminant de a, |3, 7 dans ces nouvelles relations est 



HH' H 
H' " 


H' 




H'H 


H' 


= JhH'H'. 


H» H'- 


H'H' 
T 





-J 



Il est ainsi différent de zéro, si H, H', H" le sont eux-mêmes. 
On trouve d'ailleurs 



Aa r= 2G* [mm"] [m'm"] + 2G'' [mm'] [m^m'], 
Ap = 2G'[m'm] [m''m] + 20 [m'm" [mm"] , 
A7 = 2G[m''m'l [mm'] -f g^fm^m] [m'm] , 
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d'où Ton tire 

J-HH'H''A= ÎgKH'H" + w"H'H) + ^Gm^H^H -f- wH-'H') + |G-'(mHll' + m'HH"), 



puis 



Or si 



,=o(-' + ^ + o.(f + =)+c.(J.^. 



m n,p 



est différent de zéro, A, B, G sont susceptibles de valeurs quelconques, 
moyennant des valeurs convenables de «, J3, 7. On a donc là une identité. 
d*où résulte 

/m' m''\n'\'p—m/m^m\n'-\-p' — ^'_, /^ m'\n"+/)'' — m*^ 

^ — [n'^W) 2 ^[W^ T\) 2 ^ viF"^ Ipy 2 "' 

"""VH""^Fy 2 '"VH''*" H/ 2 ^\H^'^¥/ 2 • 

V¥ "^ r y 2 "*^ VH' H/ 2 ■*■ VH" "^ H7 2" 

On obtiendra de même d'autres formes analo^es. 



— p 



D'après cela, si l'on pose 



et 



mm' m'm" m''m 

nn' n'n" ' ifn ^ 

H "*" H' "^ H" "~ ' 



mn' -4- m'n m'n" -H m^w' m"» -j- wn" 



H' 



H" 



■ = K-» 



np' 4- pn' n'p" + p'n'^ n*j9 + pn" 

pm! + mp^ , p'm" H- m^?* p^m -f- w*p 

H ^ ff "^ H" ^''' 



les relations précédentes sont 



«=f-|4-M. 
= |-f+M. 
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et les analogues sont 



puis 



1=2 + |-N, 






On en déduit 



c'est-à-dire qu'on retrouve les relations (2) et (3). 
Au résumé, les relations d'où dépend la transformation 

UV . YW , WU 
ttv + f M» + WM = ij- -h -gT + -ïp-» 

pour 

V = m'tt 4- n'v +/>'«;, 
W = m'îi 4- îfv -f- p*tt>, 
si Ton pose 

[m(<)m( J)J = m(<) ^-^ h n(^) ^- — — ^ f- />«) ■ — ^ i— , 

consistent en 

H=:2[mm'], H'=:2[m'm*], H''=:2[w''m], 



et 



ou bien 



[mm] -f - — = 0, 



[mm][m'm'] — [mm']* = 0, 

[m'mqim'm"] — [m'm«']« = 0, 

[m''wi*'][mm] — [m*w]* ==0, 
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Pour la transformation de 



en 



si l'on a 



tt8^-»«-|- w«-|-t« 



UV im UT VW VT WT 
I! ■*■ H' "^ H" "^ ir'*"H""^ m' 



Urrmti -^ nv -{- pw -{- qty V=:m'tt -i- . . . -f- g'< 
W = m*tt-f -hq't, T = w'"tt+ ... -hg'% 



nous nous bornerons à faire observer qu'après avoir obtenu par des déri- 
vations les expressions de 2u, 2t;, iwy it en fonction de U, V, W, T, on 
obtient, par des valeurs de 2U, 2V, 2W, 2T, entre autres relations, les sui- 
vantes à l'égard de H, H', H'', 



ç. mm' -♦- nn' +pp^ + gq' ^^ nim" -f nn" + pp" -H qq" , mm"' •+- nn'" -hpp*" 4- qq^" 

^— ji I 37 + gs ■> 

H "^ H' ^ H* 






•0 = 
= 



mW + + 9 Y . w** 4- 



j^ mW- 



-f çY" 



U " H' ^ H» 
__ mW^-f -{-( t^" mV^+». H-^V* m"'* -^ H-ç"''* 



H ^ H' 

Il en résulte en particulier Téquation de condition 



H" 



m'«4- ... -f g'* m^m^^ ... -i-^V m'm"' -h ... -f?'?"' 



m'm' 



+ 1/9* m"* -f . . . + g** 



m'm'" H- . . . -f 9'^" m'm"' -+- 



TO'"2 4- 



4- <ï"î" 



= 0. 



Comme, en posant V = 0, W = 0, T = 0, on a w* -f- v'-f- w* -h t* = 0, on 
voit que si l'on prend 



t 



n'p' q' 




m'p^q' 




n'^ff 




m^'p'q" 




n'"p"'((" 




w"yY" 





il s'ensuit 



n' pT q[ 
n" p'' if 
n"'p'"fi" 



m'pfft 
m' pf q" 
m"yY" 



m'n' q' 
m" n" q" 



m' n' q* 
m" n' <f 



m' n* pf 
m** n" p" 
m"n"Y' 



m' n' // 



= 0. 
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Par là se trouve accusée ridentilé 



mm' -^ nn' -h pp' -h qq' m'« h- n'» + />'* +9'* m'm" -{- n'n" -h fp" -i- ^q" 
mm" + nn" + /?p* + qq" rn'm" 4- n'n* + P'p" 4- ç'ç" m*^ + w** + p"* *♦- 9"* 



nP9 


S 


P gwt 


3 


q m n 


3 


m n p 


ny<t 


H- 


p'ç'm' 


-f 


((m'n' 


+ 


m'n'p' 


n'f<f 




p'^W 




q'm'n" 




m"nY 



Elle fait suite à Tidentité connue 

I mm' H- nn' 4- pf m'* 4- w'* 4- jp'* 






p'm' 



+ 



mn 



Swr wne question d'élimination ou sur Vintersection de deux courbes en un 
point singulier; par M. Halphen. 

(Séance du 17 février 1875) 

1. Quand deux courbes ont en commun un point singulier et que leurs 
tangentes y sont distincles, le nombre de leurs intersections confondues en 
ce point est, comme on sait, égal au produit des ordres de multiplicité du 
point sur chacune des deux courbes. iSi, au contraire, les courbes ont, au 
point dont il s'agit, des tangentes communes, ce nombre s'augmente. 
U augmentation est égale à la somme des ordres des contacts des branches 
des courbes entre elles. Cette proposition est due à M. Cayley, et j*en ai moi- 
même donné des démonstrations, Tune dans ce bulletin (t. 1, p.^ i33), 
Tautre dans un Mémoire sur les points singuliers des courbes algé- 
briques, dont l'Académie a décidé l'insertion au recueil des Savants étran- 
gers. On voit immédiatement comment cette proposition fournit le moyen 
de calculer Taugnientation dont je viens de parler. M. de la Goùrnerie, qui 
a écrit plusieurs mémoires Sur les singularités élevées des courbes planes 
(Journal de Math., 2« série, t. XIV et XV, et Comptes rendus, i. LXXVII), a 
eu l'occasion d'en faire des applications à des cas très-complexes. 

On a cependant pensé qu'il restait encore un pas à faire : on a demandé 
une formule générale qui fournisse immédiatement la solution du pro- 
blème, quand les courbes sont données par leurs équations. La question a 
été nettement posée par M. Painvin dans les termes suivants : 

Trouver le nombre des points coïncidant avec Vorigine et communs aux 
deux courbes 

a^<pp_a -f ^^p-^b+i H- 3l^9p-e+i -f ••. = 0, 



Digitized by 



Google 



- 77 - 

les lettres fi et -^i désignant des fonctions homogènes en x et y y et du degré i. 
[Bul. des Se. Math, t IV, p. 131, et t. V, p. 139.) 

Sous ia iorm^ géométrique, c*est, comme on voit, un problème d'élimi- 
nation, tout algébrique. M. Painvin en a donné une solution élégante dans 
un cas particulier, celui où l'exposant p est nul. On la trouvera un peu 
plus loin. 

Sur le problème ainsi posé, il importe de faire une remarque : En ne 
caractérisant les polynômes <fi et ^îqne par leurs degrés, on suppose essen- 
tiellement que leurs coefficients ne soient pas particularisés de manière à 
modifier le nombre cherché. G est cependant ce qui peut arriver, et c'est 
là précisément le cas le plus compliqué du problème général. Dans ce cas, 
il me paraît impossible de ne pas recourir aux développements employés 
par M. de la Gournci ie, ou à des transformations équivalentes. 

Le problème, tel que M. Painvin l'a posé, n'en reste "pas moins digne 
d'intérêt. J'en donne ici une solution; j'y rattache ensuite le second cas, 
plus complexe, de telle sorte que la résolution du problème général 
s'obtient par l'application, plusieurs fois répétée, de la solution du pro- 
blème particulier. 

2. C'est une proposilion rappelée plus haut qui soi t de point de départ à 
mes recherches actuelles : 

Théorème I. — Le nombre des intersections de deux courbes, réunies en 
un point, est égal au pivduit des multiplicités de ce point sur les deux 
courbes, augmenté de la somme des ordres des contacts des branches de 
l'une avec les branches de Vautre au même point. 

C'est cette dernière somme qu'il s'agit de déterminer; et il est clair 
que, pour y parvenir, il suffît de considérer successivement chaque tan- 
gente commune, et de faire la somme des résultats. Pour abréger le lan- 
gage, je désignerai cette somme par ordre total du contact. 

J'ai donné au théorème une autre forme souvent utile (But. de la Soc. 
wo/A. t. Il, p. 35) : 

Théorëue II. — Le nombre des intersections de deux courbes, réunies en 
un point 0, Véquation de lune d'eUes étant, sous forme entière, f(x,y) = 0, 
est égal à la somme des ordres des quantités f{x, y) quand le point {x, y) est 
placé successivement sur les diverses branches de Vautre courbe, à distance 
infiniment petite dû premier ordre du point 0. 

Ces propositions rappelées, j'entre en matière. J'emploie la notation [n] 
pour désigner abrévialivement un polynôme homogène de degré n eax. y, 
ne s évanouissant pas avec x. Je suppose, comme l'a fait M. Painvin, une 
courbe ayant, à l'çrigine des coordonnées, des branches tangentes à l'axe 
des y, et ordonnant son équation, je l'écris 

(i) = f(xjj) = x'^lp - «g + a:'"«[p - m, 4- a,] 

4- x'*«[p — m^ + a.] + ... 4- x^^^lp — nu 4- a,] -\- ..., 
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où les nombres entiers a,, o^, — , a<« ...» dont lej^cemier est au moins égal 
à Fnmlé^ cfoinaii avK tèar»iiififxs^L*enti8rpflBirfaebmaltq>l^ de 

mtmAr^mttfmf^fy} sefait dÎTia^s par une ptmwMK de or. te Kitt 
fjMla fonae de Téquation (1) est un peu plus générale que celte adoflë* 
par M. Palnvin; on oblien ira cette dernière en supposant a< = î. 

Je suppose que y soit infiniment petit du !•' ordre, et qu'on mette dans 
/(•^»y)» au lieu de 4:, un infiniment petit d*ordre supérieur 1 + e (8>0). 
L'expression x"^\p — m^-j-aj est infiniment petite d'ordre p + at-hinti. 
Donc Tordre de f{x,y) est le minimum de celte dernière expression, quand 
on y fait varier Tindice t. La seule exception à cette règle a lieu si Tinfîni- 
ment petit, qu*on substitue à ;r, a pour partie principale celle d'une racine 
de l'équation (1). L'ordre f{x,y) s'élèverait dans ce cas. 

Je considère maintenant une seconde courbe se ccmiposant, au point 0, 
de p branches ayant avec l'axe des y des contacts d'ordre «. D'après ce que 
je viens de dire, et conformément au théorème II, le nombre des intersec- 
tions des deux courbes, réunies au point 0, est égal a p fois le jfninimnui 
dejo + a^ + cm^. Gomme pp est le produit des multiplicités du point sur 
les deux courbes, je vois que Vordre total flu contact des detix courbes est 
te minimum de /5(af-+-gmf), sauf toutefois In cas d'exception signalé plus 
haut. 

Soit, comme exemple, 

(2) = .T:^(^-aJ 4- [^ +-«] + . .. 

1 équation de la seconde courbe, ordonnée comme f(x,y}. On voit aisément 
que, parmi les tt branches de courbe qui passent en 0, il on est tx dont Oy 

est la tangente, et que l'ordre commun de leur contact avec Oy est -. Si, 

r 
d'ailleurs, je laisse aux polynômes qui figurent dans (1) ot (2) toute leur 

généralité, le cas d'exception n'a pas lieu. Donc, en appliquant le résultat 
précédent, et faisant /> = .", e==-» j'ai cette conclusion : 

L ordre total du contact des courbes (1) et (2) au point est le minimum 
de luii -f- «m,. 

En supposanta = l, et a< = t, on obtient l'élégante solution que M. Pain^ 
vin a donnée pour ce cas particulier du problème, et à laquelle j'ai fait 
précédemment allusion. 

Si la seconde courbe, au lieu de contenir en un seul groupe de bran- 
ches ayant des contacts du même ordre avec Oy, corttiont.plusieurs groupes 
analogues, ce n*est plus le minimum de /!>(ai-Hcm<) que l'on devra cher- 
cher, mais bien le minimum de /5(a<-h«m<)-f-p'(aj-t-8'm^) -1-.*.^ en sup- 
posant toujours, bien entendu, mis de coté le cas d'exception dont j'ai 
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parlé, et sur lequel je reviendFai dans la dernière partie de ce travail. Ce 
que Ton doit chercher, c'est d'exprimer ce minimum au moyen des nombres 
qui interviennent dans l'équation de la seconde courbe, et qui y sont ana- 
logues â wif, 0*. J'yfrarviendrai, comme on va le voir, assez rapidement, en 
faisant usage du parallélogramme de Newton, donl je modifie très-légère- 
ment la définition pour l'approprier à mon objet actuel. 

5. Je reprends l'équation (1), et je marque, sur un plan, des poitiJs 
Po,Pi,...,P<, ..., dont les coordonnées, par rapport à des axes rectangiAikei, 
soient 

Xo=mo, ¥0=0, 

Xi=3m4, Y4 = ai, 

...., ... •, 

X< = m,-, Y; = Ui, 



Comme il a été dît plus haut, si l'on ftfif ^ inflnmekti petit du l«f ordre, 
et X infiniment petit d'ordre 1 -+- s, l'ordre ief{ûi!ff) ^Nirpasàc p de la plus 
petite des quantités ai 4- sm^. Je fi^gure cè«p ^rrtitès en traçant une 
droite D passant par rèrigine des coordoittiées el faisant avec îa directioai 
négative de Taxe des x l'angle &> dont là tMgffnié est s. J'ai ainsi 

tti 4- ewif = Y< -f- iù»*%i ^ — ^ » 
. COStd 

Si étant la distance du point Pi à h droite D. 

Ainsi le groupe de termes d*0r<lr«î fë moindre dans f{x,y) correspond au 
point P{ dont la distance à ^f( minima. On remarquera d'ailleurs que, 
dans un tel groupe, un seul terme est de l'ordre p -I- a, -f- sm^; c'est celui 
qui contient y à la puissance p — m,-f-ai. Par conséquent, le cas d'excep- 
tion dans lequel la partie principale de x est celle d'une racine de (1), et 
où les termeë d'ordre minimum disparaissent, ne peut se produire que si 
deux points au moins, tels que Pi, sont à la distance minima de D. De là 
cette conclusion facile que, si une droite contient plusieurs points P et 
sépare Torigine de tous les autres, et si les points extrêmes qu'elle contient 
sont ?i et Pi^-j, l'équation (i) admet m^ — mi+j racines x infiniment 
petites d'ordre d -h»?, )? étant la tangente de l'angle que fait, avec la direc- 
tion négative de Taxe des x, la droite considérée. Par suite, on n'aura qu'à 
tracer un polygone, tournant sa convexité vers l'origine, ayant pour som- 
mets des points P, et séparant rorig;ine de tous les autres, pour obtenir la 
figuration des diverses quantités telles que y;, et du nombre des racines x 
auxquelles elles se rapportent. 

Tout ceci est trop semblable à la célèbre règle du parallélogramme de 
Newton, pour qu'il soit utile d'entrer dans plus de détails; 
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Pour abréger, je désigiierai.le polygone dont je viens de pjirler, et rela- 
tif à f{Xjy), par ce mot : le polygone (/) . . 
Soit maintenant une seconde courbe dont l'équation est 

ordonnée comme f{x^y)\ en sorte que a^^aj, ..., Oj,... sont des entiers crois- 
sants, dont le premier est au moins égal à l'unité. 

Nous nous proposons de chercher Tordre toial du contact de cette courbe 
avec la courbe (1) au point 0. 

Nous figurons y, comme f, par des points iij, et nous considérons encore 
un polygone ((p), défini comme le précédent. 

Nous supposerons en plus, pour le moment, et- celte hypothèse dispa- 
raîtra plus loin, que le polygone [f) sépare Torigine de tous les points P, en 
sorte que le polygone (/*) est entièrement à droite de (^). 

Je suppose que l'équalion (5) admette un groupe de p racines x infini- 
ment petites d'ordre 1 -H «, pfllur y infiniment p.etit du 1" ordre. Eu 
appliquant à ^ ce qui a été dit pour f, je vois que s est la tangente de 
l'angle &> que fait avec la direction négative de Taxe des x un certain côté A 
dû polygone (©), et que p est la projection de ce côté sur l'axe des x. Par 

suite, — ^ est la longeur > de ce côté. D'ailleurs, si D est la parallèle menée 

par à A, et 5< la distance de P/ à D, nous avons trouvé 



Donc 



a/ + sm^ = - 

COSû) 



^^ ' COSû) 



Comme, par hypothèse, et P< sont de part et d'autre .de.A, la quan- 
tité \^i est le double de la somme des aires des triangles ayant le côté A 
pour base, et pour sommets les points et Pi. Le premier de ces triangles 
ne dépend pas du. point P<. Quant su second, on voit aisément qu'on le 
rendra minimum en prenant pour Pf un sommet du polygone (/*), tellement 
choisi que les directions des côtés qui y aboutissent comprennent entre elles 
celle de A. 

J'ai à considérer ensuite d'autres groupes de racines de y. Soit p lenombre 
des racines d'un de ces groupes, et soit aussi !-+-€' leur ordre. Il y cor- 
respond un autre côté a' du polygone (^). 

La quantité p[ai H- tmi) est représentée par le double de Taire du triangle 
de sommet et de la base à', augmenté du double de Taire du triangle de 
sommet P^ et de même base, et ainsi de suite. 
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J*ai d'ailleurs à chercher lé minimum de 

p(aj.+ ewii) + p'(aj -h smj) -h .... 

pour obtenir Tordre lotal du contact des courbes (1) et (5). Ce nombre est 
donc égal au double de l'aire comprise entre les axes et le polygone (y), 
augmenté du double de la somme des aires minima des triangles construits 
sur les côtés successifs de ce polygone et ayant pour sommets des points P. 

Rien n est plus aisé que de trouver la règle pour former ce minimum. 
Je ne m'y arrête pas ici. Je remarque seulement que les divers triangles de 
sommets P<, Pj, ..., dans la figure qui fournit Taire minima, n'empiètent 
pas les lins sur les autres, en sorte que Ton peut dire que : La moitié de 
V ordre total du contact de (1) et (5) est égale à Vaire comprise entre les axes 
et une ligne polygonale aboutissant à ces axes, et ayknt alternativement 
pour sommets des points P et des sommets de (y) , de manière que cette aire 
soit minima. 

J'ai supposé que le polygone (f) séparait l'origine de tous les points P. 
Je suppose qu'en outre lous les poinis n soient compris entre le polygone (<f) 
et le polygone {/). Dans celte hypothèse, on peut modifier le dernier énoncé 
: et dire que : 

La moitié de l'ordre du contact de (i ) et (5) est égale au minimum de Vaire 
comprise entre les axes et une ligne polygonale aboutissant à ces axes et 
ayant pour sommets alternativement un point n et un point P. 

Pour traduire ce résultat en une formule algébrique sans qu'il y ait au- 
cune ambiguïté, je vais supprimer a priori un certain nombre de termes 
dans les équations proposées. A cet effet, j'observe qu'un point n^ ne peut 
faire partie du polygone ((p), si Texposant correspondant iii n'est pas infé- 
rieur à tous les nombres ^a d'indices moindres. Comme je sais d'ailleurs 
que ce sont les sommets du polygone qui doivent intervenir seuls pour la 
solution, je peux supprimer un tel point. Il en est de même pour les 
points P. En d'autres ternies, je puis supposer que, dans les équations (1) 
et (3), les nombres mo^m^, . . et ^o) /*i» ••• ^^^^ ^^ décroissant quand leurs 
indices croissent. 

Soit alors /e-+-l le rang du dernier groupe de termes subsistant dans 
f(x,y). Je peux supposer |:x/fc = 0, c'est-à-dire ff{x,y) non divisible par x. 
Parmi les points n, il en est un sur Taxe des x^ c'est n^; et un sur Taxe 
des y, c'est n^. Je peux, dans lous les cas, supposer que la ligne polygo- 
nale, limite de Taire considérée, part de IIo et aboutit à It/t. 

Une quelconque de ces lignes polygonales peut être définie comme il 
suit. Parmi les points n^, Hj,.. , n*. i,j*én choisis quelques-uns. Soit rieur 
nombre. Leurs indices seront r nombres, confipris entre 1 et k — 1 inclu- 
sivement. Je les désigne, dans Tordre croissant, par (d), (2), .i., (r). Parmi 
tous les points P, j'en choisis de mêmer-i-1. Leurs indices seront r-f-i 
ni Ci 
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nombres compris entre zéro et l'indice supérieur des points P inclusive- 
ment. Je les désigne, dans Tordre croissant, par [1], [2],..., [r-+-i]. En 
mettant simplement Tindice pour représenter chaque point, j'ai ainsi une 
ligne polygonale 

0[i](l)[2](2)...(r)[r + i]L 

C'est cette ligne que l'on doit faire varier, tant en changeant ses som- 
mets, sauf les extrêmes, qu'en modifiant le nombre de ces sommets, de 
manière à rendre minima Taire comprise entre cette ligne et les deux 

axes. 

Je considère la portion de cette aire comprise dans le quadrilatère formé 
par Torigine et les points (t), [i 4- 1] et (i -h 1). Son double a pour expres- 
sion ' 

Si = a[<-M](f*(o — H+i)) "*" ^t<+i}(a(/-i-i) — *(o)' 

Le double de Taire totale est 

Pour exprimer ce résultat d'une manière plus simple, Je donne une dé- 
signation uniforme aux coordonnées des sommets successifs de celte ligne 
polygonale. 

J'appelle A), M; les coordonnées du sommet de rang j -h 1. Le sommet (i) 
occupe le rang 2i -h 1. et le sommet [i] le rang 2i. J'ai donc 



Ao = 0, 


Mo = 


Ko, 


Ai^a[i], 


M,= 


W[i], 


Aîi-i = a[,], 


'w«i-i== 


= wil»]. 


Ait = a(jj, 


Mft = 


= W» 


Aîr_i-s=a(fcj, 


• • • t 


• • t 

= 0. 


Aj_HiMj — 


M,_HiAj = 


= Sj; 


Sf = 2« + 22i-i-i. 


S==2o4-2, 


+ ... + 22r+l. 



Soit 
j'ai 
Par* suite 



Telle est l'expression dont le minimum fournira le nombre que Ton 
cherche. Il ne faut pas perdre de vue que cette formule n'est établie que 
dans Thypothèse où tous les points n sont compris entre les polygones (^) 
et (/). Je vais maintenant montrer que cette restriction peut être écartée, et 
que mon dernier résultat en est affranchi. 

On assure la réalisation de Thypothèse que je viens de rappeler^ en don- 
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liant à la figure formée par les points P une translation suivant la direction 
positive de Taxe des x. Ceci revient à multiplier [(x^y) par une puissance 
'de X, il est vrai que, de la sorte, aucun des points P ne se trouve plus sur 
l'axe des y. Mais on peut remarquer que, dans ce qui précède, on n'a, pas 
supposé qu'il y en eût. Les conclusions ne sont donc pas troublées. Mais 
on a fait subir au nombre cherché une augmentation dont il faut actuelle- 
ment tenir compte. 

En multipliant ti^^y) par ^^, j'augmente Tordre total du contact des 
deux courbes, f et «p, d'un nombre égal à celui de ^ avec Taxe des y^ 
répété \ fois. Cette augmentation est donc 1%^^. Pour obtenir Tordre total 
du contact de/^ct^r, j'ai donc : i^ à augmenter chaque nombre m, dans 
'Texpression S, de la quantité fixeX; 2° à retrancher >at. Or la première 
opération conduit à augmenter chaque nombre S^ de )i(a(i+i) — »(/)). Par 
s^te» S qui est la somme des nombres S^, se trouve augmenté de Iol^ i c'est- 
à^dm précisément du nombre qu'il faut retrancher ensuite. Donc, ainsi 
que jo Tai tnnoacé, les résultats ci-dessus sont affranchis de Thypothèse 
qui a servi ù les étahlir. 

La généralité <te ces résultats étant reconnue, on peut maintenant sup* 
poser que f(x,y), ainsi cpie f{x,y), ne contient pas le facteur x. Ceci permet 
de prendre les couples extrêmes de nombre A, M, dans Tune ou Tautre 
des équations, pour former les diverses valeurs de S, entre lesquelles on 
aura à choisir la plus petite. 

Pour énoncer sous forme de théorème les résultats obtenus, de telle sorte 
qu ils soient applicables à tous les cas, ,)q «tonnerai au nombre ainsi calculé 
le nom de premier surcroît dHntersectian des branches des deux courbes, 
tangentes à Taxe des y, J'ai supposé jusqu^ii» que, si deux branches des 
deux courbes ont avec la tangente commune, à Torigine des coordonnées, 
un contact du même ordre, elles ont aussi entrj» elles un eqirtaot de ce 
même ordre. Dans cette hypothèse, le premier surcroît d'intersection n'est 
autre chose que Tordre total du contact cherché^ Quand cette hypothèse 
n*a plus lieu, il n* en est plus de même. Ainsi que je Tai déjà annoncé, je 
traiterai plus loin ce cas, et j'aurai encore à y faire usage du nombre calculé 
comme il vient d'être dit. C'est en vue de cet usage que j'adopte ici» 
pour ce nombre, une dénomination particulière. Cette définition posée» 
voici le théorème : 

Théorème HL — Soient deuc courbes représentées par les équations en»^ 
Hères 

=:.t"*«[7i - wto] + «"**fp - ^v + a,l + ... + ^""^fp — ^é -h ai] + ..., 
= j:!*o[it — .g -f x^'[^ ^-if,^ -f aj] 4- ... H- x^i[Ti — (/.< -f- on] + ..., 

dans lesquelles [n] représente un polynôme homogène en x et y^ de degré H y 
non divisible par x, oà les entiers a croissent avec leurs indicés, te premier 
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étant au moins égal à T unité, et où il en est de même des entiers a. On fera 
abstraction dé tous les termes de la première équation, dans lesquels Vexpo-^ 
sant m n est pas inférieur à tous ceux qui le précèdent; et' de même dans la 
secondé équation^ à l'égard des exposants il. Parmi les termes qui subsistent, 
on prendra le premier terme de l'une des équations, puis un quelconque de 
rang t dans Vautre, puis un quelconque de rang i' dans la première, puis un 
terme de rang supérieur à t dans la seconde, un terme de rang supérieur à t' 
dans la première, et ainsi de suite en alternant, sans jamais rétrograder dans 
une même équation, et en terminant par le dernier terme de lune des deux 
équations. Soient M/, A^ les deux nombres m, a, ou u, a, caractérisant le 
terme auquel on a ainsi assigné le rang i + 1 . On formera la somme des 
expressions 

A,_HiMî — AiMf+i. 

Le minimum de celte somme est le premier surcroît d'intersection des 
branches des deux courbes tangentes à F axe des y, à V origine des coor- 
données. 

D'après les raisonnements employés ci-dessus, il est très-aisé de démon- 
trer la proposition suivante que je me borne à énoncer. 

Théorème IV. — Si Von a soin de rejeter les combinaisons dans lesquelles 
quelques éléments 

A, + iMf — A,'Mt4.i 

de la somme ci-dessus seraient nuls, et que, dans ces conditions, le minimum 
de cette somme s'obtienne d'une seule manière, ce minimum nest autre que 
V ordre total du contact des branches des courbes tangentes à Vaxe des y, à 
V origine des coordonnées. 

Il importe de remarquer que la réciproque de cette proposition ne serait 
pas exacte. 

Pour Tapplication du Ihéorème III, on peut manifestement prendre les 
termes extrêmes à volonté dans Tune ou l'autre des équations et s'abstenir 
de les faire varier. Supposons, par exemple, que Tenait fti = 0, la seconde 
équation, bornée aux termes convenables, ainsi qu'il est dit dans Ténoncé 
du théorème, se réduit à deux termes 

Je prends ces deux termes pour extrêmes. Je n'y peux intercaler qu'un 
seul terme de la première équation. J'ai donc 

Mfl = u.Q, Mj ==: IHi , Mg = 0, 

Ao = 0, k^=iai, Aa = ai. 
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La somme à considérer se réduit à 

dont le minimum fournil le premier surcroît cherché. On voit donc que le 
théorème III contient le résultat particulier déjà trouvé précédemment. 

4. Pour former le minimum qui, suivant le théorème 111, fournit le sur- 
croît cherché, on peut former toutes les combinaisons différentes des 
termes des deux équations. On peut y parvenir aussi d'une manière géné- 
ralement plus rapide en suivant une règle que je vais énoncer. Cette règle 
n*est autre chose que la traduction algébrique du procédé géométrique le 
plus simple pour former le minimum de Taire qui a été considérée ci-des- 
sus. Voici cette règle : 

Règle. — Dans lapremière des équations du théorème lll, considérons les 

nombres ^ — . Soit L le plus petit d'entre eux, et n le plus grand indice 

pour lequel on ait " — = L. Considérons ensuite les nombres * " 



pour les valeurs de i supérieures à n, et soit n' le plus grand indice i qui 
donna à ce nombre sa valeur mi^iima L' . Considérons ensuite les nombres 

^^ "' - pour les valeurs de i supérieures à n\ et soit L" le plus petit 
m»' — mi 

d* entre eux^ et ainsi de suite. Nous formons ainsi des nombres L, L', L",..., 

qui vont en croissant. 

Relativement à la seconde des équations du théorème III^ nous formons^ de 
la même manière^ des nombres A, A', a",.... 

Rangeons tous les nombres L et A par ordre de grandeur en commençant 
par le plus petit. Nous foîtnons ainsi une suite de groupes alternativement 
composés, les uns de nombres L, les autres de nombres A. Considérons le 
premier nombre de chacun de ces groupes sauf le premier, et prenons, parmi 
les deux couples de nombres m, a ou p, a, qui figurent dans son expression, 
celui dont Vindice est le plus petit. Nous avons ainsi une série de couples de 
nombres (Mo,Ao), (Mi,Ai),.... Joignôns-y le couple, d'indice le plus grand, 
qui figure dans le dernier nombre de lavant-dernier groupe. 

Ces couples de nombres (M, À) sont, dans Vordre même oii nous les rencon- 
trons, ceux qui fournissent le minimum mentionné au théorème lll. 

Chaque nombre tel que L est la tangente de Tinclinaison d'un côté du 
polygone (f) sur Taxe des x ; en d'autres termes, 1 -+-L est l'ordre d'infmi- 
ment petit auquel appartient un groupe de racines x de la première équa-^ 
tion, y étant supposé du premier ordre. 

Le dénominateur de L est égal au nombre de ces racines. Donc un 
nombre A ne peut être égal à un nombre L, que si les deux équations con- 
sidérées admettent des racines x, infiniment petites du même ordre. Ce 
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n'est aussi que dans ce dernier cas que Tordre total du contact peut sur< 
passer le premier surcroît. On peut donc ajouter à la règle précédente 
celte remarque, qui s'accorde avec le théorème IV : 

Si aucun des nombres A nest égal à un des nombres L, le premier surcroît 
d* intersection des branches des deux courbes tangentes à Vaxe des y, à Vori-^ 
gine des coordonnées^ est égal à V ordre total de leur contact, 

A peine est-il besoin faire observer que : 

Si, au contraire^ deux nombres L, A sont égaux, on peut, pour rapplica- 
tion de la règle ci-dessus, en intervertir l'ordre, sans troubler le résultat. 

L'application de la règle que je viens de donner est simple et rapide. J'en 
donnerai un exemple : 

Exemple. — Désignant par n un entier positif, je pose 

m<=:(» — i)*, ai = i, t=0,l,2, ..., n. 

Il y a n nombres L, et l'on a 

Il y a 2n nombres A, et Ton a 

A> = "*-^*'S *=l,2,...,2n. 

Dans cet exemple, se présente la particularité Ljk==Ajjt, dont il vient 
d'être question : il y a plusieurs manières de ranger les nombres L et A par 
ordre de grandeur. J'en choisis une 

j'ai ainsi 

M„-(n-i)«, A« = i, i=0,1,2,...,(»-.2), 

M«_Hi = (n — î — l)(2n — 2î — i), A,/+iz=2î4-2. 

Le dernier couple sera 

Ms;i-î = 0, As»-8 = 2W. 

J*ai à former la quantité 

jk=»n— s 
Jk=o 

que je puis écrire 

S = Ajllo4-2^*(^*+t — Anf-j). 
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En groupant les termes suivant la parité de Tindice de M, et à cause de 
Aî/4-i -— Asf-i = 2, Aj = 2, Aï, 4_8 — Aï, = \ , 
je puis écrire 

S;p=5(iH-2) + 22(w-ï)*4-21(w-^»-^)(2n~2i — d) 

i=:0 i = 

_ «(4n«4-5) . (n-f-l)(n4-2) 
- 3 ^ 2 

Celle dernière valeur de S est le résultat demandé. 

5. Je dois signaler ici un cas particulier, celui où les nombres {(i, «) 
coïncident avec les nombres (m, a). Les équations, dans lesquelles figurent 
ces nombres, donnent lieu au môme polygone. Dans ce cas, le premier 
surcroît d'intersection est égal au double de l'aire comprise entre ce poly- 
gone et les axes. On voit bien aisément aussi que, pour appliquer ici le 
théorème III, on devra prendre simplement pour les couples successifs 
(M, A) des couples (rrijà) dans Tordre croissant des indices. Enfin, pour 
appliquer la règle du paragraphe précédent, on prendra pour les couples 
{m, a) donnant le minimum, tous ceux qui figurent dans les expressions 
des nombre L. 

On voit ainsi comment les résultats généraux acquis jusqu'à présent 
s'appliquent au cas particulier considéré. J'en veux maintenant tirer une 
importante conséquence ; à savoir le procédé pour calculer l'abaissement 
produit dans la classe d'une courbe par un point singulier. 

Pour un instant encore, je raisonne sur les deux courbes fei y, définies 
au théorème Ilf, en supposant que les couples successifs de nombres p, a 
soient respectivement égaux aux couples de nombres w, a. 

A chaque branche B de /*, tangente à Taxe des y, à l'origine des coor- 
données, on peut, dans le cas actuel, taire correspondre une branche B' 
de y, ayant avec la même droite, au même point, un contact du môme 
ordre, et inversement. Du nombre S, qui est le premier surcroît d*intersec- 
tion de toutes les branches B avec toutes les branches B', je retranche le 
nombre T, premier surcroît d'intersection des couples de branches cor- 
respondantes. De la sorte, si C,C' sont deux autres branches correspon- 
dantes, et si je désigne abréviatement par (BC) le premier surcroît d'inter- 
section de B et de C\ le nombre S — T se compose d'une somme d'élémenls 
tels que (BC) 4- (OB'). 

Je rappelle que, par définition, le premier surcroît d'intersection de 
deux branches n'est ^utre chose que l'ordre de leur contact, si elles ont avec 
la tangente commune des contacts d'ordres différents; si, au contraire, elles 
ont avec cette tangente des contacts du même ordre, c'est précisément cet 
ordre. D'après cela, il n'y a auçui^e difficulté à étendre cette définition à 
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deux branches B,G d'une même courbe. Ceci étant couvenu, j'ai, dans le 
cas actuel, 

(BC') = (CB') = (BC). 

Par suite, S — T se compose du double de la somme des éléments tels que 
(BC). En d'autres termes, S — T est le double du premier surcroit d'intersec- 
tion de toutes les branches de ^ tangentes à l'axe des j/, à l'origine des 
coordonnées, prises deux à deux de toutes les manières. Dans des cas par- 
ticuliers, ce premier surcroît est précisément égal à la somme des ordres 
des contacts de ces branches entre elles. Dans le cas général, c'est un 
élément de cette somme, dont l'usage apparaîtra dans le paragraphe sui- 
vant. 

Or, d'après M. Cayley, si/> est l'ordre de multiplicité d'un point ^ngulier, 
ce point produit dans la classe uu abaissement égal hp(p — 1), augmenté 
du double de la somme des ordres des contacts des branches qui y passent, 
prises deux à deux. On voit donc que S — T est, dans le cas général, un pre- 
mier élément du nombre que l'on doit ajouter à p{p — 1), pour obtenir l'a- 
baissement de classe dû au point singulier. 

Je l'appelle premier surcroît d'abaissement de das^e,* relatif aux branches 
considérées. Pour être en mesure de le calculer, il me suffit, connaissants, 
de chercher l'expression de T. 

Je considère, à cet effet, un côté du polygone (f)\ et soient B, C,.,. les 
branches qui lui correspondent. Leur nombre est égal à la projection de ce 
côté sur Taxe des x^ et l'ordre commun de leur contact avec la tangente est 
la tangente de l'inclinaison de ce côté sur l'axe des x. Par suite, la somme 
des ordres de leurs contacts avec la tangente est égale à la projection du 
même côté sur l'axe des y. Celte somme n'est pas autre chose que 
(BB')-4-{CC')-4- .... Je considère successivement tous les côtés du poly- 
gone (/), et je conclus que T est égal à la projection de ce polygone sur 
l'axe des y, c'est-à-dire au dernier des nombres a. De là, en premier lieu, 
cet énoncé géométrique : 

Théorème V. — Étant donnée la courbe f{x,y)=^Oy traçons le polygone {/}» 
ainsi qu'il a été expliqué au paragraphe 3; joignons le point où ce polygone 
rencontre Vaxe des y au point situé sur Vaxe des x et ayant pour abscisse 
Vunité. L'aire comprise entre cette dernière droite^ Vaxe des x et lepolygone, 
est égale à la moitié du premier surcroît d'abaissement de classe dû aux 
branches de la courbe tangentes à Vaxe des y, à V origine des coot'-' 
données. 

On remarquera ici que : Si aucun côté du polygone (f) ne contient plus de 
deux points représentatifs de f(x,y)^ ce premier surcroît est égal au double 
de Vordre total du contact des branches considérées entre elles. 
J'ai, en second lieu, sous une forme analogue à celle du Ihéorème 111 : . 
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Théorèmb VI. — V équation d'une courbe étant réduite comme il est dit ait 
théorème III, et a„ étant le dernier des nowbres a, on prendra une suite de 
couples m, a, dans V ordre croissant des indices, pn y comprenant les extrêmes. 
Soit M„Aj, le couple m, a, qui occupe ainsi le rang 8 + 1* 

Le premier surcroît d'abaissement de classe, relatif aux branches de la 
courbe tangentes à V axe des y, à V origine des coordonnées, est le minimum de 
l'expression 

— «» + 2(^*+^'^^^~ ^^^^'■^^)* 

Semblablemeat au théorème IV, j'ai cette proposition : 

Théorème VIL — Si le minimum de cette somme s'obtient d'une seule ma- 
r^ière^ ce minimum est égal à V ordre total du contact des branches considérées 
entre elles. 

J'ai enfin, pour former le minimum, une règle analoge à celle du para^ 
graphe IV : 

Règle. — four former le minimum indiqué au théorème F/, on naura 
qu'à prendre pour les couples M,A, les couples de nombres m,a, qui figurent 
dans les expressions des nombres L, dont la formation est expliquée dans la 
règle du paragraphe A, et en respectant leur ordre. 

J'applique cette dernière règle à l'exemple cité plus haut,, à savoir 

m, = (n — i)*, ai = i, i = 0,l,2, ..., n. 

2 
Je trouve, pour le surcroît cherché, =n{n^ — 1). Il est facile de voir 

que, dans cet exemple, le théorème VII a lieu. Ainsi le nombre indiqué est 
précisément égal à Tordre total du contact des branches considérées entre 
elles, quelle que soit d'ailleurs la forme des polynômes qui entrent dans 
Téqualion de la courbe. 

6. Dans ce paragraphe, je vais m'occuper du cas le plus général de l'in- 
tersection de deux courbes en un point singulier, et montrer quel usage on 
peut faire alors des résultats obtenus précédemment. J'invoquerai quelques 
propositions contenues dans mon Mémoire sur les points singuliers des 
courbes algébriques, auquel je renvoie pour les démonstrations. 

Soit f(x,y) = réquation d'une courbe, contenant des branches tan- 
gentes à Taxe des y, h l'origine des coordonnées. Ces branches se répar- 
tissent, comme on sait (voy. le mémoire cité), en un certain nombre de 
systèmes circulaires, correspondant aux systèmes circulaires formés par 
celle des racines x de l'équation, qui sont infiniment petites avec y. J'en- 
visage un de ces systèmes circulaires D. Soit uy^-^qAa partie principale 
d'une racine appartenant à ce système, s et q étant des entiers positifs pre- 
miers entre eux. On sait que les parties principales de toutes les autres ra-r 
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oines, appartenant au système D, ont la même expression, qui est d'ailleurs 
susceptible de q valeurs. 

On sait, en outre, qu'à chacune de ces q valeurs correspond un même 
nombre r de racines, dont le nombre total est ainsi rq. Je pose 

J*obtiens ainsi une transformée /i(^i,2/i) = de l'équation primitive, 

Dans cette transformée, le système circulaire D se change en autre D^, 
composé de r(^-f-s) racines a:^ infiniment petites par rapport kyi(ibid,). 

De même, tout autre système circulaire D' composé de /q racines a?, 
ayant uy^ pour partie principale, donne également lieu, dans la transfor- 
mée, à un système circulaire D\, composé de r'{q-{-s) racines x^ infini* 
ment petites par rapport à y^. En d'autres termes, ces systèmes D,D' don- 
nent lieu à des branches de la courbe transformée /i, qui sont tangentes à ' 
Taxe des y^ à l'origine des coordonnées. 

Au contraire, tout système circulaire de racines x ayant une partie prin- 
cipale différente deny^, donne lieu, dans la transformée, à un système cir- 
culaire de racines x^^ qui appartiennent à un ordre d'infiniment petit ne 
surpassant pas celui de y^. Si, en effet, x est de Tordre de y^, sans avoir 
pour partie principale uy^, ou bien si x est d'ordre supérieur à celui de y^, 
x^esi du même ordre que i/^. Enfin, si x est d'un ordre inférieur à celui 
de 2/,, il en est de même de x^. Dans tous les cas, à cette racine x^ cor- 
respond une branche n'ayant pas, à l'origine des coordonnées, l'axe des yi 
pour tangente. 

Si maintenant je considère à part, dans la transformée, comme je l'ai fait 
précédemment pour la courbe primitive, les branches tangentes à l'axe des 
y, j'ai éliminé toutes celles qui correspondent aux racines x dont la partie 
principale diffère de uy^. 

Je considère, à présent, une seconde courbe y {x,y) = 0, contenant, 
comme la première, des branches tangentes à l'axe des y, à l'origine. Par 
les formules (1), j'en déduis une transformée f^. Si uy^ n'est la partie prin- 
cipale d'aucune racine de f, on voit que (^i n'a aucune branche tangente à 
Taxe des y^ à l'origine» L'ordre du contact des branches de /i et de ®£, tan- 
egnies à cet axe, est nul. Et dans ce cas aussi, l'ordre du contact des bran- 
ches de /", correspondant aux racines x dont la partie principale est uy^^ 
avec les branches de ^ , se borne au premier surcroît d'intersection de ces 
branches. 

Si, au contraire, uy^ est la partie principale d'une racine de^ , les choses 
changent. La transformée y^ a, comme /i, des branches tangentes à l'axe 
des y^, à l'origine de coordonnées. Dans ce cas aussi, l'ordre total du con- 
tact des branches des deux courbes f et ^ , correspondant aux racines dont 
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la partie principale est w^j, surpasse leur premier surcroît d'intersection. 
Je vais prouver qu'i/ le surpasse d'un nombre précisément égal à V ordre total 
du contact des branches de f^ et de y^, tangentes à Vaxe des y^, à V origine. 
Soit A un système circulaire de racines x de ^, ayant uy^ pour partie 
principale. Je considère une branche B correspondant à une de ces racines, 

et une branche d du système circulaire D. Soit- 4- « (s>0) Tordre du con- 
tact de d et de ^, On sait {ibid,) que le nombre des couples, tels que d,5, de 
branches des deux systèmes ayant entre elles un contact de ce même ordre 
est toujours un multiple de q. Par suite, la somme des ordres des contacts 
de toutes ces branches entré elles est un nombre tel que t (sH-^e), t étant 
un nombre entier, et tq le nombre des couples d,5 envisagés. 

Dans les transformées /i et y^, à deux branches, telles que d et (î, corres- 
pondent des racines x^ dont la différence est de l'ordre f iH hs) rela- 
tivement ày, c'est-à-dire de Tordre (iH \-i\--L- relativement à w,. 

C'est-à-dire qu'à deux branches telles que d ei§ correspondent, dans les 
transformées, des branches d^ et ^i, dont Tordre du contact est 



(•*5-)i 



1 — «^ 



'«4-9 8 -h q 

Les couples d,5 et les couples d^ et B^ ne se correspondent pas un à un. 
Mais au groupe de tq couples d, 5, correspond un groupe de couples (Z^, S^ ; 
et le nombre de ces derniers est <(«-!-?) (ibid.). Donc, la somme des 
ordres des contacts des branches composant ces derniers couples est égale 
à tqs. Ce dernier nombre est précisément égal à celui dont la somme des 
ordres des contacts des branches ri, $ de chaque couple surpasse leur pre- 
mier surcroît d'intersection. 

On répétera le même raisonnement en considérant successivement toutes 
les combinaisons des branches d'une courbe avec les branches de Taulre. 
On obtiendra ainsi la démonstration de la proposition énoncée, et comme 
conclusion: 

Théorème VIII. — Si uy^-^^ (5>0) est la partie principale à la fois d'une 
racine infiniment petite x de chacune des deux équations f(x^ y) = 0, 
f{:Vyy) = 0, formons deux transformées fi{xi,x^) = 0, y^ {x^,y^)z=zO^ en 
posant y^ = y^'*'^^x^=sx — uy^. Formons de même toutes les transformées 
analogues et relatives aux autres quantités différentes entre elles tt'^"**^' 
(Ç' > 0) , . . . , analogues à la première, et soient ^, = 0, y, = ; ^3 = ,^3 = ; 
etc, ces divers couples de transformées, 

U ordre total du contact dès branches des courbes fet^, tangentes à Vaxe 
des y, à V origine des coordonnées^ est égal à la somme des nombres analogues 
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et relatifs aux divers couples de courbes /i et y^, /*, et y,, ^3 et y,, ..., aug- 
mentée du premier surcroît d'intersection des branches considérées des deux 
courbes f et f. 

Il résulte de ce théorème que VappUcation du théorème III, faite successi- 
vement aux équations proposées et à un certain nombre de transformées^ 
conduira toujours au calcul précis de l* ordre, total du contact cherché. 

On aperçoit immédiatement comment le théorème VIII s'applique au cal- 
cul de l'abaissement de classe dû à uu point singulier ; cette application 
peut s'énoncer ainsi : 

Théorèue IX. — Les notations restant les mêmes quau théorème ¥111, si 
une même valeur de uy^"*-^ est la partie principale de plus d'une racine de 
f(x,y)z=0, etdemême poùru^y^-^^\ ..., le double de Vordre total du con- 
tact des branches de f tangentes à Vaxe des y, à V origine des coordonnées, 
entre elles, est égal à la somme des nombres analogues pour les diverses 
transformées /i, /*g, ... , augmentée du premier surcroît d'abaissement dé 
classe, dû aux branches considérées def. 

Par suite, l'application des théorèmes V ou Vl,^ faite successivement à 
f(x,y) et à des transformées, conduira toujours au calcul précis de Vordre 
total du contact des branches considérées dans la courbe f, entre elles. 

En répétant les mêmes calculs relativement à chaque tangente d'une courbe 
donnée, en un point siyigulier, multiple d'ordre p, et ajoutant àp{p — i) la 
somme de tous les premiers surcroîts calculés, on obtiendra l'abaissement 
produit par le point singidier dans la classe de la courbe. 

Je dois faire remarquer que la considération des transformées ci-dessus 
revient complètement à celle des développements relatifs aux branches par- 
tielles employés par M. de la Gournerie. On observera, en outre, que ces 
considérations présentent de grandes analogies, que Ton pourrait rendre 
complètes, avec un ordre de recherches bien différent en apparence. Je 
veux parler des recherches relatives à la simplification des points singuliers 
dans les transformées d'une courbe. Les résultats que j*ai obtenus dans un 
mémoire déjà cité ici, relativement aux développées successives des cour- 
bes algébriques se rattachent à ce sujet. Il en est de même de la méthode 
que j'ai employée dans une note sur les fondions abéhennes {Comptes ren- 
dus, t. LXXVIll, p. 1835) ; j'ai d'ailleurs été de beaucoup prévenu dans celte 
voie par M. Nôther (Gôtt. Nachr., i87i). 
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Résolution graphique d'un système d'équations du premier degré) 

par M. G. Fouret. 

(Séance du 2 mars 1875) 

M. Ghasles, dans son Traité de géométrie supeneure (p. 224), a donno 
une méthode de fausse position géométrique^ fondée sur la déterhiination 
des points doubles de deux divisions homographiques, pour résoudre un 
système d*équations du premier ou du second degré à plusieurs inconnues. 
En suivant le même ordre d'idées, je vais exposer brièvement, pour le cas 
d'un système d'équations du premier degré, une méthode graphique de 
fausse position, basée sur des procédés un peu différents de ceux donnés 
par M. Cliasles. Les équations que je considère ont une forme plus générale, 
et la construction que j'obtiens présente l'avantage de fournir à la fois les 
valeurs de toutes les inconnues, au lieu de les déterminer isolément, comme 
le fait la méthode que je viens de rappeler. . 

Je m*appuierai sur le lemme suivant, très-facile à démontrer d'ailleurs. 

Lemue. — Si l'on désigne par x ety les distances parcourues respective- 
ment par deux points mobiles sur deux droites (X) et {\), à partir d'ori- 
gines prises sur ces deux droites, et que x et y soient liés par une relation 
linéaire 

(1) cfx-^f>y = ^, 

les positions correspondantes des deux points mobiles déterminent sur les 
droites quils décrivent des segments proportionnels. Si, de plus, (X) et (Y) 
sont parallèles, les droites joignant les positions correspondantes des deux 
points mobiles cou^^ourent en un même point. Le rapport des distances de ce 

Q 

dernier point aux droites (X) et (Y) est égal à — -• 

Considérons un système de n équations du premier degré à n inconnues 
x^, x^, x^y ...,^^; et supposons-le ramené à la forme 

a^x^-\-a^x^-\- . . r= /j, 

hyX^ -i- h^x^ -\- b.x^ 4- =h^ 

c^x^ + c^X:, -A- c-o:- -\- CjiXj^ -\- = 'r,' 

hiXi + h^^-^ h-x^ -4- h^x^ 4- • • • -h hnXn = ^b- i, 

k„Xi 4- k^i -h hx^ + ^4^4 + . . . + knXn = In- 

Introduisons dans la n^"^^ équation une (/i-f-i)^'"^ variable ^Wi î^vec un 
coefficient arbitraire k^^i. Cette équation deviendra 

(3) k^Xi 4- k^x^ + A-a^s -h ^^0:4 + . . . H- knXn + fc -4- i.r„ 4. i = /„. 
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Imaginons maintenant que a\, a:,, x^, ..., ^„, Xn + i représentent les dis- 
lances de n-h i poinls mobiles Mj, Mj, M,, ..., M^, M^^.!, à des origines 
fines Oj, Oj, O3, ..., 0„, 0» + !, sur autant de droites parallèles (X^), (Xj), (X-), 
..., (XJ, (X„ + i), les distances parcourues simultanément par les points 
mobiles étant par conséquent liées par Tensemble des n — 1 premières 
équations (i\ et de l'équation (3). 

En éliminant de chaque équation fouf es les variables moins les deux 
demiéresj et remplaçant tomtes le» antres par leurs yaleurs tirées des 
àiuatiofis précédentes, on obtiendrait une relation linéaire telle «pie (l) 
enfre^le» deux variables conservées. D*oii Ton conclut, en vertu du lemme, 
que les n droites M^M^, MjM-, M3M4, ..., M„M„ + f pivotent constamment au-* 
tour d'autant de points fixes I^, Ig, I5, ..., I^. Il est facile de construire n 
droites (Z^), (Zj), (Z.), ..., (Z,^), parallèles aux droites (X) et contenant cha- 
cune un des points I. A cet effet, si Ton désigne d'une manière générale 
par pp le rapport des distances de la droite (Zp) aux droites (Xp) et (Xp^.i), p 
pouvant recevoir toutes les valeurs entières de i à n inclusivement on a, 
pour déterminer les n rapports, le système d'équations 

«ifi -+- «a + =0, 

^l'ifâ -H Kh + /'5 + =0, 

^i?i'2?r, + ^2?-ir3 + <^3=3 + C»-^ • • - = 0, 

••••• :•••> 

''i?i?« ••• ?M-i ■+- K?i ••• ?K-i -r ••• + '*n = ^^ 
^iPi?î ••• Pn+ ^i?2 ••• P«+ ••• -f- kn^n-hh-i-l = 0. 

Ces équations se déduisent immédiatement des n — 1 premières équa- 
tions (2) et de l'équation (3), en se servant du lemme. Chacune d'elles 
fournit très-simplement Tun des rapports p, dès que l'on connaît les pré- 
cédents . 

Ayant construit les droites (Z), attribuons à x^ une valeur choisie arbi- 
trairement. La première des équations (2) détermine immédiatement une 
valeur correspondante de a:,, la deuxième équation une valeur correspon- 
dante de x^, et ainsi de suite jusqu'à la (n — 1)^™® équation (2) qui donne 
une valeur de ^„* Enfin l'équation (3) donne une valeur correspondante de 
Xn^i. Si cette dernière quantité était nulle, Tensemble des valeurs de 
^j, x^, ..M ^w» obtenues comme nous venons del'indiquer, formerait la solu- 
tion du système des équations (2). 11 n'en sera pas ainsi généralement, puis-» 
que .Tj a été pris au hasard. Mais, ayant construit les valeurs calculées 
^j = OiMj* .zf^ ^OjMg» '••i'^rt = 0^^rtî X«H-i = Ort-^iM„ + n on obtiendra les 
pivots li, la, ..i, 1h> en prenant les poinls oiiM^M,, MjM-, ..., M^Mft4.i rencon- 
trent respectivement (Z^), (Zj), .;., (Z^). Puis enjoindra 0«^.ll»qui rencon- 
trera (X„) en un certain point P^; pareillement P„l»,.i coupera (X„-i) en 
un point P« _ i, etc. On obtiendra ainsi de proche en proche une série do 
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points P„, P»-i, ..., Pg, P,, P^, lels que Tensemble des valeurs .Xi=^Ofii, 
a;j = OjPj, .,., a;^ = O^P„ formera la solution du système des équations (2). 

Rbmarqoes. — I. Les droites (X), dans ce qui précède, sont assujetties à 
la seule condition d'être parallèles. Mais on pourra, dans certains cas, 
choisir leur espacement, de manière à simplifier la construction des droi^ 
tes (Z). 

II. Gén^alement, étant donné un système d'équations du premier degré 
à plusieurs inconnues, il sera .nécessaire de lui faire subir une préparation 
préalable, de manière à le ramener à la forme du système (i), avant d'ap- 
pliquer la méthode que nous venons d'exposer. Mais il se présentera souvent 
des cas dans lesquels les équations à résoudre se trouveront immédiate- 
ments écrite sous la forme convenable. Ce fait se présente par exemple pour 
le système d'équations qui détermine les moments fléchissants sur les 
appuis d'une poulre à plusieurs travées. L'application de notre méthode à 
ce cas intéressant a fait l'objet d'une note communiquée à l'Académie, 
dans sa séance du i'^'^ mars. En m'aidant de quelques autres considérations 
fort simples, j*ai de plus été conduit à une construction purement gécmié- 
(rique de ces moments fléchissants, dont la détermination, dans le easd*un 
certain nombre de travées, exige des calculs assez laborieux. 



Sur la génération des cycliques et cyclides; par M. L. Saltel. 
(Séance du 14 atril 1875) 

PROBLÈMES PRELimNAIRES. 

pROBLBHE I. — Étant donné dans un plan un cercle S, déterminer deux 
cercles passant respectivement par deux- couples de points donnés (A^jB^), 
(A^,^^) et coupant le cercle S atix deux mêmes points? En d'autres termes, 
trouver deux eercles passant respectivement par (A^Bi), (A^Bj) et ayant 
même axe radical avec le cercle S. 

Voici la solution que nous proposons et dont la démonstralion est évidente : 
Par les points (A^Bj) faiies passer un cercle arbitraire \ ; soU I^ le point 
de rencontre de la droite kfi^ avec l'axe radical des cercles Si et \ ; de 
même par les points (AjïB,) faites passer un second cercle quelconque >„ et 
soit 1, le point de rencontre de la droite AjBj avec Vaxe radical des cercles S 
et \\ la droite IJ^ rencontre le cercle S aux deux points cherchés^ 

Problème II. — Étant donné sur une sphère un cercle S, déterminer deux 
cercles de cette sphère passant respectivement pat deux couples de j>oints 
donnée (Aj,Bi), (A,»Bj) et coupant le cercle S aux deux mêmes points^t 

De la solution du problème précédent résulte immédiatement la suivante 
pour ce second problème i 
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Prenez un point arbitraire P sur la sphère ^ et par les points (Xiyhi). tracez 
sur cette surface un cercle arbitraire /^ ; soit Ij le point de rencontre du 
cercle PAjEj^ avec le cercle qui passe par F et par les deux points d'inter- 
section des deux cercles S ei X^; de même par lespoints (Aj,Bj) tracez sur la 
sphère un second cercle arbitraire X, ; soit I, le point de rencontre du cercle 
PAjBj avec le cercle qui passe par P et par les deux points d'intersection des 
deux cercles S et ).j ; le cercle PI,Ï, rencontre le cercle S aux deux points 
demandés. 

Problème III. — Étant donnés trois cercles arbitraires dans V espace l,Cf^,C^y 
trouver deux sphères qui paissent respectivement par les deux derniers et 
qui coupent le premier aux deux mêmes points. 

Si Ton considère les points d'intersection (A^,6i)9 (Aj^B,) des cercles Gi,C, 
avec le plan du cercle >, la question est évideimment ramenée ù celle du 
premier problème. 

THÉORÈMES SUR LES CYCLIQUES PLANES (*) . 

Théorème I. — Soient CpC, deux points d'une cyclique plane 2, et (P,Q), 
(AjL,A3) les points d'intersection de cette courbe et de deux cercles passant 
par (Cj^C,); .si Von considère la série des cercles passant par (AjjAj) et cou- 
pant "L suivant des couples de points (M^jN^), (M^îNa), (MjîN-) ,..., les cercles i 
(PM^Ni), (PMjNj), (PM3ÎV3),..., contenant tous le point P, passent aussi par le 
point 0. 

Théorème If. — Soient (A^BJ, (A2,Bi)» (A3, B-) ^rois cou/?to de points arbi- 
traires pris dans un même plan ; si, par les deux premiers points (Ai,Bi)f on 
mène un cercle quelconque >, et que Von considère les deux cercles passant 
respectivement par les points ( AjjBj), (Â5,Bs) et coupant le cercle X aux deux 
points oL^yOL^y ces derniers points décrivent une cyclique du k^^^ ordre conte- 
nant les six points (Ai,Bi), (A,,Bj), (A-^Bg). 

Théorème III. — Non-seulement la réciproque du théorème précédent est 
vraie ; mais on peut, étant donnée une cyclique quelconque 2, trouver une 
infinité de systèmes dépeints (Aj/Bi), (Aj^î)» (AjïB-) qui peuvent servir à sa 
génération. 

Voici un moyen de déterminer ces systèmes de points : 

Soient P,Q deux ]X)ints arbitraires de la cyclique, et (Ai,Bi), (Aj,Bj), 
(A-ïB.) les trois couples de points d'intersection de cette même cyclique et de 
trois cercles quelconques passant par V ,Q ; ces trois couples dépeints répon- 
dent à la question. 

Bemarque. — Parmi les nombreux corollaires que Ton peut déduire de 
cet important théorème, nous ne citerons que les suivants : 

{*) Courbes du A* ordre ayant pour points doubles les points circulaires à llntiui. 
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i"* Détermination de la tangente en un point quelconque. — Il est mani- 
feste que si l'on sait déterminer la tangente au point A|, on saura la déter- 
miner par là même en un point quelconque. Cette dernière détermination 
résulte immédiatement de la génération que nous venons d'indiquer et Ton 
est conduit à celte règle : 

Soit X\ le second point de rencontre des cercles (A^AjEj), (A^AsBj) ; la tan- 
gente au point A^ au cercle (AiB^A'j) est la tangente demandée. 

2<». Détermination du cercle osculateur en un point quelconque. — Si Ton 
suppose les deux points (A^,6i) réunis au point A dans la direction AT, on 
obtient le cercle osculateur en ce point en procédant comme il suit : 

Soit A' le second point d intersection des cercles (AA,B,), (AA^Bj), le cercle 
qui est tangent en k à la droite AT et qui passe par le point A' est le cercle 
osculateur cherché. 

THÉORÈMES SUR LES CYCLIQUES SPHÉRIQUES (*}. 

Théorème 1. — Soient C^yCj^ deux points d'une cyclique sphérique:^, et (P,Q), 
(Ai,A2) les points d'intersection de cette courbe et de deux cercles passant par 
(GpCj) ; si Fan considère la série des cercles passant par (A^jA,) et coupant 2 
suivant des couplés dépeints (M^^Ni), (M2,N,), (MsïNj),..., les cercles (PM^Ni), 
(PM,Nj), (PM5N3),..., contenant tous le point Vy passent aussi par le point Q. 

Théorème II. — Soient (A^Bj), (AjjBi), (AsjBj) trois couples de points arbi- 
traires pris sur une même sphère; si, par les deux premiers points (A^jB^), on 
mène un cercle quelconque > situé sur la sphère et que Von considère les deux 
cercles passant respectivement parles points (A2,Bî)> (AgïBj) et coupant le cercle X 
aux deux mêmes points a^, «j, cea derniers points décriront une cyclique 
sphérique du 4^°*^ ordre contenant les six points (A^jBJ, (Aj,Bj), (AjjBs). 

Théorème HT. — Non-seulement la réciproque du théorème précédent est 
vraie; mais on peut, étant donné une cyclique sphérique quelconque 2, trouver 
une infinité de systèmes de points (Ai,Bi)> (AjjB,), (AjjB-), qui peuvent servir 
à sa génération. 

Voici un moyen de déterminer ces systèmes de points : 

Soient P, Q deux points arbitraires de la cyclique, et (A^B^), (Aj^j), (AjjBs) 
les trois couples de points ^intersection de cette même cyclique et de trois 
cercles quelconques de la sphère passant par (P,Q) ; ces trois couples de points 
répondent à la question. 

Parmi les corollaires que l'on peut déduire de ce théorème, nous ne 
qUerons que les suivants : 

1*> Détermination de la tangente en un point quelconque. — Il suffit évi- 
demment de savoir la déterminer au point A^. Pour cela, on suivra la règle 
suivante : 

(*) Courbes résultant de l'intersection d'une surface du second ordre et d'une sphère. 
m. 7 
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Soit k\ le second point de rencontre des cercles (AiA^B,), (A1A5B3) ; la 
tangente au point A^ au cercle (A^BiA^) est la tangente demandée. 

M. Darboux, dans son ouvrage Sur une classe remarquable de courbes et 
de surfaces algébriques:, p. 56 et 77, donne deux solutions différentes de 
ce même problème. 

2*> Détermination du cerclé osculateur en un point quelconque. — Si l'on 
suppose les deux points Ai,Bi réunis au point A dans la direction AT, on 
obtient le cercle oscillateur en procédant comme il suit : 

Soit A' le second point d'intersection des cercles (AAjB,), (AA5B3), le cercle 
qui est tangent en k à la droite AT et qui passe par le point k' est le cercle 
osculateur cherché (*). 

THÉORÈMES SUR LES CYCLIDBS DO 4^"® ORDRE (**). 

Théorème I. — Soit C un cercle de la cyclide s et CjjG^ deux cercles d* in- 
tersection de cette surface et de deux sphères passant par le !«' cercle C ; si 
Von considère la série des sphères passant par Cj et coupant 2 suivant des 
cercles Ei,E„E3,..., les sphères (PE^), (PE^), (PE3),..., contenant tin même 
point P du cercle C^, le contiennent en entier. 

Théorème II. — Soient Çi^fi,^ deux cercles arbitraires pris dans V espace; si^ 
par deux points Pi,Pj également arbitraires, on mène un cercle X dont le plan 
et le rayon sont arbitraires, et que Von considère les deux sphères passant 
respectivement par les cercles C^jCj et coupant le cercle > aux deux mêmes 
points oc^^oL^, ces derniers points décrivent une cyclide du 4^™® ordre contenant 
les points P^jP^ et les deux cercles C^jC,. 

Théorème III. — Non-seulement la réciproque du théorème précédent est 
vraie; mais on peut, étant donnée une cyclide quelconque 2, trouver une 
infinité de systèmes de points P^jPj et de cercles Ci,C, qui peuvent servir à sa 
génération, • 

Voici un moyen de les déterminer : 

Soit C un cercle arbitraire de la cyclide et C',Ci,C, les trois cercles d^in- 
tersection de cette surface et de trois sphères quelconques passant par C ; 
deux points arbitraires ?^,Vfpris sur la circonférence C et les deux cercles 
C^,Ci répondent à la question. 

Parmi les corollaires de cet important théorème, bornons-nous à remar- 
quer, pour le moment, qu il enseigne à déterminer le plan tangent en un 
point quelconque de la surface, au point P^ par exemple. Il suffit, en effet, 
de mener en ce point les tangentes aux deux courbes planes que décrivent 
les points «^,«4 pour deux positions différentes du plan du cercle >, pio- 
blènie que nous avons déjà appris à résoudre. 

;*) M. Lagucrre a déjà proposé, 1. 1, p. lOl du Uullclin de la Société, une autre solution; 
/*) Surfaces du 4'' ordre ayant le cercle de l'inOiii par ligne double. 
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Seconde note sur la génération des cycliques ; par U. L. SalteIi. . 
(Séance du 14 avril 1875) 

Dans une précédente comnïiinication, j'ai montré avec quelle facilité on 
peut décrire par points une cyclique 2 plane ou sphérique, lorsqu'on con- 
naît Tun des systèmes de trois couples de points désignés par les lettres 
(A£,6i)> (Ai,6s)) (AjfBj), système de points que nous appellerons associés. 
L'objet de la note actuelle a pour but d'enseigner à déterminer, par la règle 
et le compas, Tun des systèmes de points, lorsqu'on définit la courbe par 
huit points Ai,Bi»l, 2,3,4,5,6. 

Lemme L — Décrire une cyclique 2 dans le cas particulier où les huit 
points A^, 6^, 1,2,5,4,5,6 sont tels que les points (A(,6i,l,2,) sont sur un 
même cercle, ainsi que les points (A^,6p5,4). 

Soient 5' le second point de rencontre des cercles (1,2,5), (3,4,5), et de 
même 6' le second point de rencontre des cercles (1,2,6), (3,4,6); les 

couples de points 

(A„B,), (5,5'), (6,6') 

constituent un système de points associés. 

Lëmme IK — Décrire une cyclique passant par les sept points arbi- 
traires A4,B4,i,2,5,4,5. 

Soient 3' le second point d'intersection des cercles (A4,B4,3), (1,2,3), et 
de même 4Me second point d'intersection des cercles (Ai,Bp4), (1,2,4); 
soit en outre 5' le seo<Hkd point d'intersection des cercles (3, 5', 5), (4,4', 5), 

les points 

(A„B,), (1,2), (5,5') 

constituent un système de points associés à une cyclique i\, passant par 
les sept points donnés, c'est-à-dire que l'on obtiendra les deux nouveaux 
points communs à cette courbe et à un cercle quelconque G, passant par 
(Ai,Bi), en construisant, ce que nou^ avons appris à faire, les deux cercles 
passant respectivement par les points (1,2), (5,5') et par les deux mêmes 
points du cercle C^; désignons par jx^jy^les deux points ainsi obtenus. 

Remarque L — En faisant jouer à deux des points (1,2,3,4,5), à l'excep* 
tion de (1 ,2), le même rôle que ces deux derniers viennent de jouer dans la 
construction de la courbe 2'^, on obtiendrait une nouvelle courbe 2'j pas* 
sant par les sept points donnés et qui couperait le cercle C^ en deux points 
f/|i,7à» faciles à déterminer. Désignons par V le point de rencontre des droites 

Remarque 11. — Il est évident que toutes les cycliques passant par les sept 
points donnés A^jB^, 1,2,3,4,5 i*eilcontrent le cercle Ci en deux points, en 
ligne droite avec le point V. 
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Remarque III. — En suivant la même marche pour les sept points 
Ai,B,i,2,3,4!,6, on obtiendrait, relativement au cercle QjUn second point V 
en ligne droite avec les deux points d'intersection de ce cercle et de toutes 
les cycliques passant par ces sept points. 

Corollaire I. — Il est manifeste que la ligne droite W rencontre le 
cercle C^ aux deux mêmes points que la cyclique cherchée^ c'est-à-dire la 
cyclique passant par les huit points A^iB^,! ,2,5,4,5,6. 

Corollaire IL — Le cercle C^ passant par les deux points A|,Bi, on peut 
dire que nous venons de résoudre ce problème : 

Une cyclique élmU définie par huit points^ trouver les detix nouveaux points 
d'intersection de cette courbe et d'un cercle quelconque passant par deux de 
ces huit points* 

Corollaire III. — En cherchant les nouvelles intersections (u^^a^), {^i,^)y 
de la cyclique définie par les huit points Â^jÂ^, 1,2,3,4, 5,6, avec deux 
cercles Ci,C„ passant par A|,Â„ et prenant deux des six points 1,2,5,4,5,6, 
les points 1,2, par exemple, onaurahuitnouveaux points A|,A2,oci,a,,p^,p„l,2, 
définissant la courbe, et qui seront dans les mêmes conditions que les huit 
points du lemme I. 

Corollaire IV. — Unecyclique étanidéfiniepar huit points A^^^iji ,2,Zji,by6t 
on peut toujours trouver un système de trois couples de points associes ^ parmi 
lesquels peuvent figurer deux des points donnés. 

C'est là le problème que nous nous étions proposé. 



Sur les foyers des cycliques; par M. L. Saltel. 
(Séance du 14 avriH875) 

L'objet de cette nouvelle communication est d'enseigner à déterminer 
géométriquement le foyer singulier d'une cubique circulaire, définie par 
sept points, et d'indiquer une voie qui probablement conduira à la déter- 
mination de ces mêmes points dans les cycliques du 4^*"® ordre. 

Théorème I. — Soient A une parallèle quelconque à Vasymplote réelle 
d'une cubique circulaire 2, et C, D ses deux points de rencontre avec cette 
courbe. Si, par ces deux points, on mène autant de cercles que Von veut, cou- 
pant 1. aux points {oL^,Pi), (aî,|Sî), («3,133),..., les perpendiculaires élevées sur 
les milieux des droites (a^Pi), (a^p,), {a^^^,.,, passent toutes par le foyer sin- 
gulier de la cubique. 

Théorème IL — Si^ du foyer singulier d'une cubique circulaire comme 
centre^ on décrit des cercles de rayons arbitraires, le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées du foyer sur les cordes que ces cercles déterminent 
sur la cyclique, est un cercle. 
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Problème. — Reconnaître si un point donné P est foyer d^tme cyclique 
du À^^ ordre ^ définie par huit points. 

Notre détermination d'un conique qui passe par les quatre points com- 
muns à un cercle et à une cyclique, s'appliquant tout aussi bien que le 
rayon du cercle soit nul ou non nul, on en déduit la solution suivante du 
problème en question : 

Pour reconnaître si un point P est le foyer d'une cyclique s du 4^"^® ordre^ 
on considérera ce peint comme un cercle de rayon nul, on déterminera une 
conique M passant par ses points communs avec 2. Si P est un foyer ordi- 
naire de 2, il devra être un foyer de la conique M; si V est un foyer singu- 
lier^ la conique M devra être un cercle, . - 

Nota. — Si les trois couples de poinls associés (Ai.BJ, (Aa.B,), (AsjBj) 
sont respectivement sur trois cercles concentriques, le cenire de ce cercle 
est un foyer singulier de 2. 

Sur différentes formes que Von peut donner à Vintégrale de l'équation 
d'Euler, par M. Lagurbek. 

. (Séance du 17 mars 1875.) 

1. Soit un polynôme du quatrième degré en x que je, r,eprésenterai par 
la forme homogène li{oo,y), où y désigne une constante égale à Tunité et 
introduite pour rhomogénéité des formules, l'équation d'Euler 

dx (fS 

a, comme je l'ai montré précédemment (*), pour intégrale générale l'équa- 
tion suivante 
(1 ) 6aU, -h 56Hj + (3S — *V = 0, 

où a représente une constante arbitraire, w le déterminant xij — î/Ç, D,, Hj 
les émanants principaux de U et du hessien H de la forme donnée, et S son 
invariant quadratique. 
Cela posé, on a l'identité suivante, que Ton vérifiera facilement, 

(2) U(a;,i/)U(Ç,Yi) - U| = 4HX + 1 co* ; 

je l'écrirai plus simplement sous la forme suivante 

d'où 

Sû>*+12Hs<ù«=:3UU'-3DÎ. 

(*) Sur V application de la théorie des formes binaires à la géométrie des courbes ira- 
cées sur une surface du second ordre. [Butletin de la Soc. math.^ t. I, p. 35.) 
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Multiplions maintenant par ai' le premier membre de Téquation (1), et 
remplaçons Sca^ + ISH^tt' par sa valeur tirée de la relation précédente, il 
viendra 

6aUX -^ «•»* H- 9m — 9U; = 0^ 

ou 

9UU' = (3U, — ««»)•; 
OU encore 

(3) U,-vW =.?««. 

2. Cette nouvelle forme de Téquation d'Euler peut elle-même se trans- 
former d'une façon rems^quable. 

Décomposons U d'une façon quelconque en un produit de deux facteurs 
du second degré, en posant 



ou 
et 
On aura évidemment 



m=:f(x,yMx,y)f{l,,)fM; 



d'autre part, en désignant par A l'invariant quadratique simultané des deux 
formes fei y, AC-f-GA' — 2BB', on vérifiera facilement l'identité suivante 

Portons ces valeurs de U, et de UU' dans l'équation (5), elle deviendra, en 
faisant pour abréger fl^^m) =f et ^ (ç,u) =/, 

d'où 

(4) V^-V7?^p«, 

|3 désignant une constante arbitraire. 

D'où la proposition suivante, où j ai fait disparaître les quantités auxi- 
liaires yein: 

Si Con décompose d'une façon quelconque le polynôme du quatrième degréy 
¥(x), en deux facteurs du second degré f(x) et f(x), V intégrale générale de 
réquation 

dx _ dj 
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- — — constante. 



J*avais déjà déduit cette proposition de considérations purement géomé" 
triques, dans une note Sur les propriétés des coniques qui se rattachent à 
Véquation (TEulery insérée dans les Nouv, ann, de math., 1872. 



Sur la limite du degré de la fonction entière qui satisfait à certaines 
conditions ; par M. Tchebychef. 

(Séance du 21 juillet 1875) 

Si une fonction entière, entre deux limites quelconques de la variable, 
s'écarte peu de zéro, et qu'elle ait une valeur considérable en dehors de ces 
limites ; il est certain que la fonction est d'un degré élevé. Quelle est donc 
la formule qui donne la limite du degré de la fonction entière, d'après ses 
écarts de zéro, pour des valeurs de la variable comprises entre certaines 
limites, et sa valeur au delà de ce champ? En cherchant à résoudre ce pro- 
blème d'après les méthodes exposées dans notre mémoire sur les questions 
do minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonc- 
tions, nous sommes parvejiu à ce théorème très-simple : 

Théorème. — Si f(x) est une fonction entière du degré n qui, depuis 
x:= — / jusqu'à ir= H-/, ne sorte pas des limites — L et H-L, et que, 
pour toutes les valeurs de a? en dehors des limites nommées x = — /, 
^=z=-h/, les valeurs de la fonction f{x) soient en dehors des limites — L et 
-HL, on aura 






en donnant aux radicaux les valeurs positives. 



Essai sur la géométrie à n dimensions; par M. Camille Jordan. 

(Séance du 12 mai 1875) 

On sait que la fusion opérée par Descartes entre l'algèbre et la géométrie 
ne s'est pas montrée moins féconde pour Tune de ces sciences que pour 
l'autre. 

Car, si d'une part les géomètres ont appris, au contact de l'analyse, à 
donner à leurs recherches une généralité jusque-là inconnue, les analystes, 
de leur côté, ont trouvé un puissant secours dans les images de la géométrie, 
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tant pour découvrir leurs théorèmes que pour les énoncer sous une forme 
simple et frappante. 

Ce secours cesse lorsqu'on passe à la considération des fonctions de plus 
de trois variables; aussi la théorie de ces fonctions est-elle relativement fort 
en retard. Le moment semble venu de combler cette lacune en généralisant 
les résultats déjà obtenus pour ce cas de trois variables. Un grand nombre 
de géomètres s'en sont déjà occupés d'un manière plus ou moins immédiate. 
Nous ne connaissons cependant aucun travail d'ensemble sur ce sujet (*). 

Nous nous proposons, dans le présent essai, de montrer comment les prin- 
cipales formules de la théorie delà ligne droite et du plan doivent être 
généralisées pour s'étendre aux fonctions linéaires d'un nombre quelconque 
de variables. L'étude de ces questions élémentaires doit naturellement pré- 
céder toute recherche relative aux fonctions de degré supérieur. 

Bien que ces recherches soient purement algébriques, nous avons cru 
utile d'emprunter, ainsi que nos devanciers, quelques expressions à la géo- 
métrie. Ainsi, nous considérons un point comme défini dans l'espace à n 
dimensions, par les vaHeurs de n coordonnées x^,.,.JXJ^. Une équation liné- 
aire entre ces coordonnées définira un plan ; k équations linéaires simul- 
tanées, un k-plan; n — 1 équations, une droite. La distance de deux points 
sera y/(^i — ari)*H-...; etc. 

Ces définitions posées, nous étudions, dans la section 1 de notre Mémoire, 
les divers degrés de parallélisme qui peuvent exister entre deux multiplans. 

Dans la seconde section, nous donnons les conditions de perpendicularité. 

Dans la troisième, les formules de transformation des coordonnées. 

Les sections suivantes renferment des résultats plus intéressants. 

Les sections IV et V sont consacrées à l'étude des relations indépendantes 
du choix des axes (les coordonnées restant rectangulaires), qui peuvent 
exister entre deux multiplans. Nos principaux résultats consistent dans les 
propositions suivantes : 

{^ Un système forme' d'un k-plan P* et d'un l-plan P/ passant par un même 
point de V espace a p invariants distincts, p étant le plus petit des nombres fc, 
î, n — ky n — /. On peut considérei* ces invariants comme définissant les 
angles des deux multiplans, 

2* Les divers plans perpendiculaires à P^ et à Pj forment respectivement 
par leurs intersections un n — k plan P„_jk etunn — l plan P„./, formant entre 
eux les mêmes angles que P^ ei P/ . 

3<* Si Pjfc et ?i nont pas de point commun, on aura un invariant de plus, à 
savoir leur plus courte distance. Cet invariant s'exprime par une fraction, 

[*) Un seul chapitre de cette nouvelle géométrie nous paraît pouvoir être considéré 
comme à peu près achevé; c'est celui de la courbure des surfaces. (Vtiir la tbésè de 
M. Morin, 1867, et les mémoires de M. Sophus Lie, Gœttinger Nachrichten, 1871.) 
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dont le numérateur et le dénominateur sont des sommes de carrés de déiér* 
minants. 

Dans la section VI, nous donnons le système des formules qui relient 
entre eux les angles mutuels des divers multiplan s formés avec n plans 
donnés quelconques (se coupant au même point). Ces formules se réduisent,' 
pour n= 3, à celles de la trigonométrie sphérique. Nous les rattachons à la 
considération du déterminant de la forme quadratique qui donne la distance 
de deux points (les n plans donnés étant pris pour plans coordonnés). 

Dans la section VII, nous montrons comment une substitution orthogonale 
de.déterminant 1 peut être ramenée par un changement d'axes rectangulaires 

à une formé canonique simple, dépendant de ^ invariants si n est pair, de 

n 1 

— ^ s'il est impair. Nous donnons les équations différentielles partielles 

auxquelles satisfont ces invariants. De cette recherche, nous déduisons entré 
autres résultats la généralisation des théorèmes suivants : 

Tout mouvement plan se réduit à une rotation autour dhin point. 

Tout mouvement dans {espace est un mouvement hélicoïdal. 

Nous en tirons encore la généralisation de la loi de réciprocité çignlalée 
par M. Chastes, et qui a servi de fondement à ses belles recherches sur lé 
mouvement d'un corps solide. , 

Nous terminons en donnant les lois de la composition des mouvertients 
infiniment petits -dans Tespace^à 4 dimensions. Le résultat auquel nous 
arrivons se formule dans ce théorème : 

Une rotation R, autour d'un point dans V espace à 4 dimensions^ peut être 
représentée dans V espace à 3 dimensions par deux droites A et B, de gran- 
deur et de direction convenables. Deux rotations R^ et Rj, respectivement 
représentées par les droites A^ et B^, Aj et Bj, auront pour résultante une rota- 
tion représentée par les droites A, résultante de A^ ef Aj, ef B, résultante de 
Bj et Bj [ces droites étant combinées suivant la règle du parallélogramme). 



I. DÉFINITIONS. — PARALLÉLISME. 

i . Nous définirons la position d'un point dans l'espace à n dimensions au 
moyen de n coordonnées arj, ..., a;„. 

Une équation tinéaire entre ces coordonnée^ définira un plan; deu^ équa- 
tions linéaires simultanées, distinctes, et non incompatibles, définiront un 
biplan; k équations, un k-plan; n — 1 équations définiront une droite; 
n équations, un point. 

On pourra comprendrse tous les êtres géométriques ci-dessus soiis le nom 
générique de muliiplans. 
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2. Soient 

(1) • A, = 0,...,A» = 

les équations d'unfc-planPj; en les combinant linéairement, on obtiendra 
une infinité d'équations de la forme 

XiAi + ... + X]tA*=0. 

Les plans représentés par ces diverses équations auront évidemment 
P* pour intersection commune, et nous les appellerons pour abréger les 
plans générateurs de F». Leurs intersections deux à deux, trois à trois,..., 
A:— ^1 hk — 1, donneront une infinité de biplans, de triplans, etc., conte- 
nant Pjt, et qu'on pourra appeler les biplans, les triplans générateurs^ etc., 
deP». 

Il est clair que Ton pourra prendre pour définir P», au lieu des équa- 
tions (1), les équations dek plans générateurs quelconques 

XiAj + ...+XjkA» = 0, x;A4 + ... + xiA*=0,..., 

pourvu que le déterminant des coefficients X ne soit pas nul. 

D'autre part, soit k' un entier quelconque > A:, et ne dépassant pas n. Si 
Ton joint aux équations (1), qui déterminent Pj, k' — k nouvelles équations 
^J^_^,^ =0,..., Ajk'=0, l'ensemble de ces équations (supposées distinctes et 
non incompatibles) déterminera un /^'-plan contenu en entier dans P». Nous 
dirons que les fc'-plans ainsi obtenus sont les k'-plans de P*. 

Nous remarquerons enfin que les coordonnées courantes d'un ft-plan 
quelconque 

A, = 0,...,Aifc = 0, 

pourront être exprimées linéairement en fonction den — k variables auxi- 
liaires indépendantes. 11 suffira en effet de poser 

Aj|;+i=X4, ,.•, A,j=:X»-.j, 

Ajfc+i, ..., A^ étant des fonctions linéaires quelconques de x^, ..., ^„, et l'on 
aura un système de n équations qui permettront d'exprimer ces coordon- 
nées en fonction des nouvelles variables X. 

3. Un plan sera déterminé en général par n points. En effet, l'équation 
générale du plan contient w -}- 1 coefficients, dont les rapports seront déter- 
minés par les n équations linéaires que l'on obtient en substituant succes- 
sivement dans l'équation les valeurs des coordonnées des n points donnés. 

Un k'plan sera déterminé par n — A: -f- 1 points. 

En effet, considérons un plan quelconque assujetti à passer par les 
n — A:+l points. Cette condition donnera entre les n H- 1 coefficients du 
plan n — A-f-l équations linéaires; éliminant n — A + 1 coefficients au 
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moyen de ces équations de condition, il restera dans Téquation du plan k 
coefficients arbitraires. Donc Téquation générale des plans passant par les 
n — fc + 1 points donnés sera de la forme 

et le A-plan Ai=,., =:Ajfe = 0, intersection commune de ces plans, pas- 
sera par les n — fc-f-l points donnés. D'ailleurs ce i-plan sera le seul à 
jouir de cette propriété ; car si un A-plan P» contient les points donnés, ses 
plans générateurs les contiendront a fortiori^ ils seront donc de la forme (2); 
et P* se confondra avec le A-plan A^ = . .. = Afc= 0, intersection commune 
de ces plans. 

4. Deux plans donnés par les équations 

B= b^Xi + ... + hj^n-^ P = 0, 

se couperont en général suivant un biplan. Mais on doit excepter le cas où 
l'on aurait 

car les deux équations A=0, B = seront incompatibles. On dira dans ce 
cas que les deux plans sont parallèles. 
Enfin, si l'on avait 

b, b,-f 

les deux équations A = 0, B = n'en formeraient plus qu'une seule, et les 
deux plans seraient non-seulement parallèles, mais coïncidents. 

5. Soient Pj et Pj deux multiplans quelconques. Si, parmi les plans généra- 
teurs deVkfU en est qui soient parallèles à ceux de P^, ils engendreront un 
multiplan. 

Soient en effet 

Ci = 0, ...,Cç = 

des plans générateurs de P» parallèles à des plans générateurs de Pi et 
choisis de telle sorte : 1° qu'ils soient indépendants les uns des autres, 
c'est-à-dire ne soient liés par aucune équation linéaire identique 

2« qu'il n'existe aucun plan générateur de P* indépendant de ceux-là et pa- 
rallèle à un plan générateur de P^ Par définition, P| aura parmi ses plans 
générateurs des plans 
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respectivement parallèles aux précédents. P» aura parmi ses plans généra- 
teurs (ous les plans 

(3) XjCi4-... + XpCp = 0, 

qui engendrent le p-plan 

C, = 0,...,Cp = 0, 

que nous désignerons par P^. De son côté, P/ aura parmi ses plans généra- 
teurs ceux de la forme 

respectivement parallèles aux précédents et qui engendrent lep-plan . 

Ci = ^l, ...,Cp = rîç, 

que nous pourrons désigner par F , 

Donc, pour qu'un plan générateur de P* soit parallèle à un plan généra- 
teur de P|, il sera non-seulement nécessaire, mais suffisant, qu'il soit un 
plan générateur de Pc. Et réciproquement, pour qu'un plan générateur de 
?i soit parallèle à Tun de ceux de Pt, il sera nécessaire et suffisant qu'il 
soit l'un des plans générateurs de F . 

Nous exprimerons cette relation en disant que deux multiplans P* et ?i ont 
entre eux un parallélisme d'ordre p. 

Nous dirons d'une manière absolue que P» est parallèle à P^, si tous ses 
plans générateurs sont parallèles à ceux de P/. Il faut évidemment pour cela 
que Ton ait k<^LSik = l, il est clair que Pj sera réciproquement paral- 
lèle à P*. 

Si l'on a à la fois ^^ = 0, ..., >ç=: 0, les divers plans de P^ seront non- 
seulement parallèles à ceux de F , mais coïncidents; et P/ et P* seront con- 
tenus dans le même p-plan P^ . 

Au contraire, si \ par exemple est différent de zéro, il faudra pour que 
les plans (3) et (4) se confondent, que l'on ait la relation 

Déterminant >i par cette relation et substituant dans (5), on aura 

>,(c.-|c,) + ...+x,(c,-^c.) = o 

pour l'équation générale des plans générateurs communs à P* et à Pj; et 
l'on voit par là que ces plans ne seront autres que les plans générateurs du 
p — 1-plan 

lequel contiendra P| et P*. 
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6. Cherchons maintenant à quelles conditions doivent satisfaire les 
coefficients des équations de P* et de P/ pour que ces mulliplans aient entre 
eux un parallélisme d'ordre p, en étant ou non contenus dans un même 
/3-plan. 

Soient 

(5) • 
les équations de P^ ; 

(6) 



Aj = ttiiXi 4- ... + fliA4- «1 = 0, 
...., 

j K = «'ii^i + . .. + b^nXn -f Pi = 0, 
1 B/ = bi,x^ 4- ... + ^„a;»+ P/ = 0, 



celles de P^. Pour qu un plan générateur de P* soit parallèle à un plan gé- 
nérateur de P/, il faudra qu'on ait la relation identique 

XjAj 4- ... -H XjAjk =: (JtjBi -h ... +■ W-/B/+ constante ; 
OU, en égalant séparément à zéro les coefficients des variables, 

i^iflii + . . + hciki = y-ihii + ... i^ibii, 



(7) 



et si Ton veut que les plans générateurs considérés soient non-seufement 
parallèles mais coïncidents, la constante devra être nulle, et l'on aura par 
suite une nouvelle équation 

(8) Xja, -H ... H- \m = Hh + - + hP/. 

7. Cela posé, soit d'abord k -H /<^n; le nombre des paramètres >, /* sera 
égal ou inférieur à celui des équations (7); si donc ces équations sont 
distinctes, ce qui est le cas général, on ne pourra y salifaire autrement 
qu'en annulant tous les paramètres. Donc dans ce cas Pjt et Pi n'auront en 
général aucun parallélisme. 

Mais cette conséquence sera en défaut, si les coefficients a, b sont choi- 
sis de telle sorte que les équations (7) se réduisent à un nombre p d'équa- 
tions distinctes inférieur à fc + L 

Il est d'ailleurs aisé de voir que p ne peut être inférieur à /. En effet, les 
équations (6) qui définissent P^ étant supposées distinctes et compatibles 
entre elles, Tun au moins des déterminants obtenus en prenant / colonnes 
du tableau 

bii ... bin 

bu ... bin 
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par exemple celui-ci 

bu ... bii 



A= 



bii ... bu 



différera de zéro. Cela posé, les / premières équations (7) seront dis- 
tinctes, et permettront de déterminer p^, ..., in en fonction de \, ..., Xjt; 
car le déterminant des coefficients par lesquels elles multiplient /x^, ..., /x/, 
étant égal à A, sera différent de zéro. 

Soit donc p = A; H- î — p, et /> < A:. Les êqnatiaiK (7) permettront de dé- 
teniiiner ^a^, ..., inetk — p des quantités >, telles que >p_K4, .— Xjk, en fonc- 
tion des p paramètres indéterminés >i, ..., >p . 

Soit 



(9) 



!x^+i = m^4-iX4 + ... -h n^+Aç, 
Xt = m*X4 4-...4-wjkXji. 

Substituant ces valeurs dans l'expression 

>^iAi+...-hX)tAjfc = 

des plans générateurs de Pjt, et posant pour abréger 

iCir=:Ai -f-mp+iAç+i-f-... +m)fcAjk, 
Cç = Ap -h Wp+iAç+i -h .- • H- «*Ajk, 
on aura Téquation 

(4ir XACi + ...-f-XçCp = 

pour définir ceux des plans générateurs de Pt qui sont parallèles à ceux de 
P^ D'ailleurs les plans 0^=0, ..., Cp=0 sont indépendants les uns des 
autres ; car si Ton avait une identité de la forme 

VAG4-4-...-fVpCp=0, 

on aurait, en substituant les valeurs de C^, ...,C^ données par l'équation, 
une nouvelle identité de la forme 

VjAj -h ... -h VpAp -f- Vç4.iAç+i -h ... = 0, 

Ce qui est absurde, les équations Ai = 0, ...^ Ajfc=0 étant supposées dis^ 
tinctes. 

Les plans définis par l'équation (11) ne seront donc autres que les plans 
générateurs du jo-plan Ci == 0, .. ., Cp= 0; et Pit aura avec P/ un parallélisme 
d'ordre pi • 
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En outre, P» et P/ seront dans un môme f)-plan, si Téquation (8) est une 
conséquence des équations (7). 

8. Supposons maintenant que l'on ait fc-}-/>>n. On aura un parallé- 
lisme d'ordre k-^l — n dans le cas général où les équations (7) sont toutes 
distinctes; un parallélisme d'ordre k-\-l — p si elles se réduisent à p 
équations distinctes. Enfin P* et P/ seront dans un même p-plan si Féqualiou 
(8) est une conséquence des équations (7). 

9. Pour écrire les conditions d'un parallélisme d'ordre quelconque, on 
n'aura donc qu'à exprimer que les équations (7) se réduisent kp distinctes. 
Or, on sait que pour cela il faut et il suffit : i^ que l'un au moins des mi- 
neurs de degré p formés avec les coefficients de ces équations soit différent 
de zéro; 2° que tous les mineurs de degré/) H- 1 s'annulent* 

Pour que P* et ?i soient dans un même /j-plan, il faudra de plus que 
réquatiotp (8) étant adjointe au système des équations (7), les nouveaux mi- 
neurs de degré p -f- i où figurent les coefficients de cette nouvelle équation 
s'annulent comme les précédenls. 

iO. Si deux muUiplans P* et P/ n'ont aucun parallélisme, ils se coupent 
suivant un multiplan Pu+i* 

En effet, par hypothèse, on ne peut satisfaire à l'équation 

XjAj 4- ... 4-ÀjfcAjfc={ii.jBi + ...-|-p-/Bi -H constante, 
ou, ce qui revient au même, à celle-ci 

Donc les A: 4-^ fonctions A^ — a^, ..., A*— a*, B^ — p^, ...,B/ — P/ seront 
distinctes, et les équations 

A, = 0,...,Aifc=0, Bi = 0,...,B* = 

lesquelles peuvent se mettre sous la forme 

Ai — a|==— «4, ...,B/ — pf= — P/, 

seront distinctes et compatibles entre elles, et détermineront un A: -h /-plan. 

il. Si Pfc et ?i ont un parallélisme d'ordre p, sans être dans un même 
P'ptan, ils ne se couperont pas. 

En effet, P* et Pjont par hypothèse des plans générateurs parallèles, mais 
non coïncidents, 0^ = et Ci = (Î4. Les points de l'intersection devraient 
satisfaire à ces deux équations, qui sont incompatibles. Si donc P* et P/ ont 
un parallélisme d'ordre p et se coupent, ils seront dans un même p-plan. 

12. Si P* et fi sont dans un même p'^plan, ils se couperont suivant un 
k-{-l — p'plan. 

Soit en effet 
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le /5-plan formé pai* les plans générateurs communs à P» et à P/. On peut 

remplacer les équations 

qui définissent P|, par les équations équivalentes 

Ci=:0,...,C^=:0, 8^^-1 = 0, ...,Bf=0, 

dont les p premières ne sont que des combinaisons des équations Â^ = 0, 
..., A*= qui définissent P*. Le nombre des équations distinctes auxquelles 
satisfait l'intersection de P( et de Pt se réduit donc à k-i-l — p. 

13. Un k'plan Pt, glissant parallèlement à lui-même sur un l-plan P/, 
engendrera un multiplan. 

Les deux multiplans étant encore supposés définis parles équations (5) et 
(6), les équations d*mi Â:-plan parallèle à P^^ et passant par le point^Ci» •••»f» 
seront 

iAi = auÇi4-... -l-ain?»-l-*i. 
Mais si le point Ç^, .. , Ç^ appartient à P/, on aura 



(13) 

Donc, en éliminant H^, ...,Ç„ entre les équations (12) et (13), on aura les 
équations du lieu cherché, qui seront linéaires. 

Supposons, pour fixer les idées, que P» et P/ soient dans un même p-plan 
P^ . On pourra admettre que, parmi les plans choisis pour définir P* et P^, se 
trouvent les plans 0^ = 0, ..., Cç=0 qui définissent P^; on peut donc 
admettre que Ton ait 

A^i=Bi = Cj,..., Ap = Bç = Cç . 

Mais alors les seconds membres des p premières équations du système (12) 
s'annulent en vertu des équations (13). On aura donc, parmi les équations 
du lieu cherché, les suivantes 

A, = 0,...,A^=0, 

et Ton aura les autres en éliminant les n variables Ç entre les A: — p der- 
nières équations du système (12) et les l du système (13). Cette élimination 
donnera l-^k — p — n équations nouvelles qui achèveront de déterminer le 
lieu cherché. 



Digitized by 



Google 



— 145 — 



II. DISTANCES. — PERPENDICULARITE . 



14. La distance de deux points ayant respectivement pour coordonnées 
x^, .. ., a:„ et y^, ..., î^n sera définie par la formule 



On appellera distance d'un point pà un mulHplan sa distance au point du 
multiplan qui en est le plus rapproché. Ce point q sera la projection du 
point p sur le multiplan. 

La distance de deux multiplans qui ne se coupent pas sera la distance de 
leurs points les plus voisins. 

Lsi projection d'un multiplan sur un autre sera le lieu des projections de 
ses points. 

15. Cherchons les coordonnées x^, ..., ^» de la projection q d'un point p, 
dont les coordonnées sont ^i, ..., yJ^ sur le multiplan P» ayant pour 
équations 

j aiiXi 4- ... + aj^„-f.ai = 0, 

W 

( akia^i -f- ... -h atftic» + «„= 0. 

Le point q étant dans P*, ses coordonnées satisferont aux équations (14). 
D'autre part, Texpression 

doit être moindre que pour tout point voisin g' situé dans P*, et ayant pour 
coordonnées x^ + dx^^ . . . , a;„ -f- dx^^. 

La différentielle de A*, égalée à zéro, nous donnera Téquation 

(15) ' (xi — yi)dxi + ... + (a;„ — y„)(ir„ = 0. 

D'ailleurs q' étant situé dans P*, dx^y ..., d:r„ ne seront pas arbitraires, 
mais satisferont aux équations 

iaii(ki + . . . 4- oift(k„ = 0, 
akidx^ H- ... -4- akndXn== 0. 

L'équation (15), devant être satifaite toutes les fois que les équations (16) 
le seront, sera une combinaison linéaire de celles-ci; on aura donc, en dési- 
gnant par >!,..., >jkdes multiplicateurs convenables, 

^i — yi = >^i«n 4- ... 4- Xta*!, 
(17) 

«» — î^» = \<^in -!-•-+ >^*«»«- 
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Si l'on élimine entre ces équations les k paramètres \^ ...*, >*, il restera, 
entre ar^, ...,^»> « — k équations distinctes 

(18) C,=:0,...,C«_» = 0, 

qui, jointes aux équations (14), détermineront complètement ces quantités. 

16. Supposons maintenant que x^, ..., x^^, au lieu d'être des inconnues à 
déterminer, soient les coordonnées d'un point donné de P*. 

Les équations (17) ou (18), dans lesquelles y^, ..., y„ seront considérées 
comme coordonnées courantes, représenteront le lieu des points de Tespace 
dont la projection sur Pjk tombe sur le point j^i, .... Xf^. Ce lieu sera donc un 
n — fc-plan P»-». Nous dirons que Pn-t est le n — k-plan perpendiculaire 
à Pfc, élevé par le point x^y ..., x^. 

En général, un /-plan Pj sera dit perpendiculair à un k-plan P», si deux 
multiplans F^f ^i respectivement parallèles à ceux-là étant menés par un 
point quelconque p de l'espace, chacun des points d^ F^ se projette sur 
Pj en un des points d'intersection de P'^ avec F,. 

17. Cherchons à établir les conditions de perpendicularité. 
Soient comme précédemment 



A* = anXi + ... -t-atoX» + a* = 

les équations de P'^ ; 

iBj = biiXi 4- ... +&i»r„ H-pj = 0, 
Bi=:bnX^ + ...-{-blnXn + P< = 

celles de P',. 

Un point queloonque de Pj , tel que ^^, ...,^a, sera lié à sa projection 
Xit ..., XJ^ par les relations (17); et, pour que ¥] soit perpendiculaire à P]^, 
il faudra, par définition, que a;^, ..., ^„ satisfassent aux relations (20), ainsi 
que ^1, ...f yn' On aura par suite les équations 

(21) , 

1 hii(x^ — i^j) 4_ ... + hln(xJ^ — y^) = 0, 

lesquelles devront être unô conséquence identique des équations (17)/ 
toutes les fois que x^y ..., x^ satisferont aux équations (19), et y^, .., y» aux 
équations (20). 
18. Supposons d'abord que Pj et Pi n'aient aucun parallélisme; P^ et 
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p) n'auront aucun plan générateur commun. Les équations (19) auxquelles 
satisfont ^j, ..., a;^ et les équations 

• |B; = ftHyi-l-... + ^;^»-+-p,==0, . . . . . 

(22) , 

I ^'i=bny^ -f ... H- ftf„!/„ + p„ = Ô, 

ne donneront aucune relation entre les quantités ^i — 2/i, . . , ^„ — 1/„. 
Supposons en effet qu'on pût en déduire une relation de la forme 

Cette relation donnerait, en y changeant y^, ..., y„ en ^^ ..., .r„, l'identité 

fi,Ai -h ... 4- p.fcA» + ViBi H- ... -+- viB/ = 0; 

donc F^ et P^ auraient contre l'hypothèse un plan générateur commun 

^L^k^ 4- ... 4-H.»Aik= — M^ -f- ... +v|B/)=:0. 

Donc les équations (21) devront se déduire des seules équations (17); ce' 
qui donnera, en substituant les valeurs de x^ — j/^, ..., ar^ — j/„ tirées des 
équations (17), et égalant ensuite à zéro les coefficients des indétermi- 
nées \, ..., >i, le système d'équations suivant 

^i«ii4-. .4-*inain = 0, 
^^^^ 1 bnan -H ... + «^r«as» =0, 



Chacune de ces kl éqtiationsy considérée séparément, exprime que Vun des 
plans B4, ...,Bt est perpendiculaire à Vun des plans A^, ...,Ajt. D'ailleurs 
leur forme symétrique montre que si Pi est perpendiculaire à Pjt, récipro- 
quement P* le sera à P|. 

19. Supposons plus généralement que P/ et Pk aient un parallélisme 
d'ordre p ; P^ et V^ seront contenus dans un même p-plan. 

Soient 

Ci=fi.HAi4- ... + K'i*Ak=ViiBi4-...-+-viiB| = ciiiri + ... H-Ci„ir„ -+-71 = 0,' 

C^ ^fipiAj 4- ... 4- {>.pkAk = VpiB4 4- ... + Vp/Bï = c^iX, 4- ... 4- c^t^n +7^ = 

les équations de cep-plan P'^; ; ^ 

v,iBi4-...+ vaBt=Ci — ^4 = 0, 

v^iBi4-...+vïçB,==Cp-.^p = 
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les plans générateurs correspondants de Pf. Les équations (19) et (22) don- 
neront les suivantes 

f^ifAi + ...-i-fi*iA4 — v„B;— ... — viiBi = c„(«, — îfj) -i- ... + c^,j[x,— y,)=0, 

f^eiAi4-...-i-iAp»Ai — v^iB;~... — v^Bi = c^i(xj — îfi) + ... +Cç,(x,—y,)=0. 

Substituant dans ces équations les valeurs dex^ — y^, . .., x,, — y^ tirées 
des équations (17), on aura p équations de condition 

(24) D.=:0,...,D,=0 

entre les paramétres \, ..., >k- Et pour avoir les conditions de perpendicu- 
iarité, il faudra, après avoir substitué les valeurs de x^ — y^, ...,a:„ — y» 
tirées des équations (17) dans les équations (21), éliminer/) des paramètres 
>i, ...,>jk à l'aide des équations (24), et alors seulement égaler à zéro les 
coefficients des paramétres restants ; les équations (21) se décomposeront 
chacune enk — p équations distinctes. Et ces l systèmes de A: — p équa- 
tions exprimeront respectivement que le point .r^, ..., x^ se trouve sur les 
plans Bi = Û,...,Bi=0. 

Hais ces systèmes de conditions ne sont pas distincts. En efTet, le point 
Xi,,..^x^ se trouvant d -après les données de la question sur les plans Ci= 0, 
..., Gp=0, il suffira qu'il se trouve en outre sur / — p plans convenable- 
ment choisis dans la suite B^, ..., B{ pour qu'il se trouve sur les autres; ce 
qui réduira à (l — p) (k — p) le nombre des conditions distinctes néces- 
saires à la perpendicularité. 

. 20. D'ailleurs, ici encore, si Pj est perpendiculaire à P*, P» sera réci-- 
proquement perpendiculaire à P/. Pour constater avec évidence cette réci- 
procité, nous pourrons admettre que les plans C^, ..., C^ aient été choisis 
parmi ceux qui servent à définir PJ^ et P^. 

Les autres plans qui définissent ces deux multiplans pourront, en outre, 
être choisis de telle sorte qu'ils soient perpendiculaires aux précédents. En 
effet, soit 

Tundes plans générateurs de F^. 11 sera perpendiculaire aux plans Ci=-0, 
..., Gp = 0, si l'on a les équations 

(Tf^a^i H- ... + w*ai*)cri 4- ... 4- («iai»-H ... + wta*»)c„, = 0, 

pour r= 1, 2, ...,/). Ces /3 équations détermineront p des constantes tt, par 
exemple 7rjk_çH.i, ..., ^rt, en fonction des autres. 
Soit, par exemple, 

ip*_pH_i=miir4 -H ...4- WjWjk-p, ..., 
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Les plans cherchés seront donnés par la formule 
^i(A|-f m^Afc.p + t + ... -|-mçA„) + ...H-ffp(A^ + niA»-p+i+ ... + npA„) = 0, 

laquelle représente un fc — p-plan» dans lequel on pourra choisir à volonté 
k — p plans pour achever de définir P^.. 
Soient donc 

A, =C^z=zc^^x^ + ... + C^A -h 71 = 0, 
••*•••••• î 

(25) { ^^ =Cp = Cçia;i4- ... -h c^^^» -h 7^=0, 

» Ap+t = ap_Hi,4a;i 4- ... 4-aç+i,A + ap + i==0, 



. Ajfc =ajkia;t + ... + a*»a;„ + at=: 



les plans qui définissent P^, choisis comme nous l'avons indiqué ; on aura 
une série d'équations de condition contenues dans ce type général 

(26) enasi 4- ... H- Cnasn = 0. 

On pourra de même définir Pj à Taide des plans 

!é, = 0,...,Cp = 0, 
Bp+i=5p_H 1,43:1 4- ... -rb^^i^n^n-h Pp + i=0, 
•••■•••••••••• î 
Bi = bnXi-{-,.'h binXn -h P„=^ 0, 

choisis de telle sorte que Ton ait 

(28) Cribsi'h...'hCmbsn = 0. 

En comparant les équations (25) et (27) aux équations (19) et (20), il 
viendra 

(29) a,! = ftji = ^j, ..., ap»= &pft = Cp„. 

Substituons maintenant les valeurs (17) dans les équations (21). En 
tenant compte des équations (29), (26) et (28), et posant pour abréger 



il viendra 



CriCti 4- ..• H- CmCsm= Krj, 
(tribsi 4- • • • -f- 0.rnb&n'= Lrs» 



• . . ,j 

X,K^i4-...-|-XpKpç=0, 
Xp+iLp+i,i4-... 4 XfcLç+i,* =0, 

Xp+lLi4 4-... + XAL/it=:0. 
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Les p premières équations de ce système sont le résultat de la substitu- 
tion des valeurs (17) dans les équations Ci = 0, ...,Cp = 0; et toutes les 
valeurs de >p ..., X* qui satisfont à ces p équations doivent satisfaire iden- 
tiquement aux autres équations du système; ce qui donne les relations 

lesquelles sont évidemment symétriques par rapport aux a et aux 6, et 
et expriment que chacun des plans k^^u ..,^ kx est perpendiculaire à cha^ 
cun des plans B^ + u ..., B/. 

21. Tout k'plan fi peut être déterminé d'une infinité de manières par Cin^ 
tersection dé k-plans rectangulaires. 

Soit en effet A^ = un quelconque des plans générateurs de P». Nous 
avons vu que P» contient un A; — 1-plan Vk-i perpendiculaire à P». Soit Aj 
l'un quelconque des plans générateurs de P»-i; il sera perpendiculaire 
à A^. D'ailleurs P* contiendra un k — 2-plan P* _, perpendiculaire au biplan 
(Al, A,). Soit A3 un de ses plans générateurs ; il sera perpendiculaire à A^' et 
à A,. On pourra de même déterminer dans P» un nouveau plan A* perpen* 
diculaire aux trois précédents ; etc. 

En posant k = n dans la proposition qui précède, on voit que par un 
point quelconque de V espace on peut faire passer une infinité de systèmes de 
plans rectangulaires, ^ 

22. Soient p un point quelconque; q sa projection sur un multiplan P*; 
r un point quelconque de P»; on aura entre les distances des trois points p^q,r 
la relation 

pr :=pq -hqr . 

En effet, soient i/^, ..., y„, ^1, ..., ;r„, ç^ ..., ç„ les coordonnées des troi^ 
points p,^,r; et supposons P» défini par les équations (14); on aura 

P^' = (2/i-Çi)* + ... + (!/«-y« 

=^i — ^1 -hX^— g« -h "'-\-(yn — ^n + ^n" W 

= P9' + 9i^ + %i-"^i)(^l-5i)-f-... + (yn-^«)(^n-W|.' 

Mais, si Ton remplace y^ — ^i, .-mî/» — oc^ par leurs valeurs tirées des 
équations (17), le terme entre parenthèses deviendra 

h{ au(i^i — Si) +..• + fli»(^» — y } + ... -I- h{ aii(x^ — Çj) -h ...+ a*n(a;, — y j, 

expression dans laquelle les multiplicateurs de >i, ..., >jk s'annulent évidem- 
ment; x^y ..., XJ^ et Çp ..., Ç„ satisfaisant aux équations (14). 

23. Soit ?n + iun multiplan contenu dan» P» ; la projection de p sur P* + / 
tombera au même point s que la projection de q. 
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En effet, r étant un point quelconque de P» + i, on aura, d'après ce qui 
précède, 

En outre, s étant la projection de g sur P* 4. i , on aura 

On a enfin 



On déduit de tout cela 



p8*=pq*^q$*. 



pr* =/>«' + «•*, 



équation qui montre que le point s est la projection de y sur P*+( . 

III. CHANGEMENTS PE GOOIIDONN£eS. 

24, Des droites parallèles D,D', limitées à des plans parallèles P,P', ont 
la même longueur, ■ > 

Soient en effet 

.. ^ ....... 

An-1 == a» _ 1,1a;, + . . . + ûfn _ i,»a;„ + <t„- t = 
les équations de la droite D ; 

(31) B = M4+...-fî&A + p = 
celle du plan P; 

(32) Aj = a', ..., A»»i = oii«i 
celles de D' ; ' 

(33) B = p' 

celle de F. 

r^es coordonnées Çp...,ï„ de Tintersection de D avec P satisferont aux 
équations (30) et (31); celles îj^, ..., «„ du point d'intersection de D avec F 
satisferont aux équations (50) et (32); on en déduira 

ûlii^i — ïi ) 4- . . . + a^nitin — 5») = 0. 
<^) ifl»-M(r4-Ç,) + ... +an-M(x„-g=:0, 

bi(yii - li) 4- ... + M«» - Q + P' = 0. 
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Les coordonnées Çî, ..., Ç],, v'^» ..., v» des points d'intersection de D' avec 
P et avec F satisferont à ces mêmes équations ; on en déduira 

l^f— Ç* =% -"Ç|i «"y^ — 6i = T>ll — ïii» 

d'où 

« - ?;)•+...+ K- Q* = K - Ç,)* + ... -i- K - 5»)S 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons d'ailleurs que les valeurs de u^ — Si, ...»ïî« — ^ déduites 
des équations (54) varient proportionnellement à la constante p'; d'où cette 
conclusion : 

Trois plans parallèles coupent proportionnellement deux droites queU 
conques. 

25. Le lieu des points dont la distance à un pian fixe P, comj^e suivant 
une direction donnée, est constante sera donc un plan parallèle à P. 

Un système de n plans indépendants P, Q, ... étant donné, la position 
d'un point dans l'espace sera complètement déterminée lorsqu'on connaîtra 
sa distance à chacun d'eux, cette distance étant comptée, par exemple, 
dans la direction de l'intersection des n — 1 autres, plans. En effet, ces 
distances détermineront n plans, respectivement parallèles à P,Q, . . . , et dont 
l'intersection donnera le point cherché. 

Les distances ci-dessus X^, ..., X„ formeront donc un nouveau système de 
coordonnées qui pourront servir, au lieu de ar^, ..., a:„, pour définir les 
points de l'espace. 

26. Les nouvelles coordonnées sont liées aux anciennes par des équa- 
tions linéaires. 
Soient en effet 

iûii^i + ... -I- aij^n + *i == 0, 


es équations des plans P,Q, .... Soient Ç^, ..., Ç„ lés coordonnées d'un point 
quelconque. La parallèle à l'intersection des plans Q, ..., menée par ce 
point, aura pour équations 

(56) ariK-y + ...+a«(a;„-g = (r=2,...,n), 

et les coordonnées .r^, ..., ^„ de son intersection avec P satisferont en outre 
à l'équation de P, ou ce qui revient au même à celle-ci 

(37) a^^(x, — l^)^• ... + a,„(a;„ — g = a^Çi -+- ...-|-a,»Ç„— «i- 

Posons, pour abréger, 

«ii^i -f- •.• 4- a«n^ — *i = L, 
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= A, 



on déduira des équations (56) et (37) les suivantes 

On trouvera de même, pour toute valeur de r, 

(38) Xr =^(ariÇ, + ... + an,Ç„-. ar), 

Renversant ces égalités, il viendra 

(39) ir =^^x, + .,.-^^x,+ ^^^^^"^7^^^"^ 

27. Il est aisé d'exprimer la distance de deux points en fonction des 
nouvelles coordonnées. 

Soient, en effet, 5i, ...,5i, et X^ ..., X'^ les coordonnées d'un second point. 
Elles satisferont aux équation (56) et (39); on aura, par suite, 

La distance D des deux points sera donnée par la formule 

D*=s^(Çr-ç;)'=s,(Xr-x;)« 

Cette formule se simplifie lorsque les nouveaux plans coordonnés sont 
orthogonaux. 
On a, en effet, par définition, 

(40) oriat + ...+ar»a«, = 0, si r = 5. 

On peut d'ailleurs, sans rien changer au système des nouveaux plans, 
multiplier l'équation de chacun d'eux par une constante, telle que l'on ait 
/ àft +... + afn =i. 
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Mais alors a^^, •••«a^n seront les coefficients d'une substitution orthogonale; 
et, d*après les propriétés connues de ces substitutions, on aura 

(*^ ) înï = A*(ûlran + . . . + attrdni) = ; 

JllfJllf 

de sorte que D' se réduit à une somme de carrés. 

Réciproquement, si les équations (41) sont satisfaites, les équations (39) 
représenteront une substitution orthogonale. La substitution réciproque 
définie par les équations (38) sera aussi orthogonale. Les équations (40) 
seront donc satisfaites ; les nouveaux plans coordonnés seront donc perpen- 
diculaires entre eux. 



lY. IHTARIANTS ANGULAIRES. 

28. La transformation des coordonnées dans Tespace à n dimensions 
présente les mômes avantages que dans la géométrie ordinaire. Elle per- 
met de changer les équations qui représentent une même figure, et de les 
simplifier par un choix convenable des indéterminées qui figurent dans les 
transformations. 

Deux figures quelconques tracées dans l'espace sont considérées comme 
pareilles, lorsqu'on les rapportant à des systèmes de coordonnées ortho- 
gonales, convenablement choisis pour chacune d'elles, on peut les/epré- 
senter par les mêmes équations. 

Si les systèmes orthogonaux auxquels ces deux figures sont respective- 
ment rapportées sont tels que l'on puisse passer de l'un à l'autre par une 
substitution orthogonale de coefficient \, ces deux figuras seront considé- 
rées comme égales et ne différant que par leur situation dans l'espace ; 
elles seront symétriqtieSy si le déterminant de la substitutiin est égal à— 1. 

29. Tous les k-plans sont à la fois égaux et symétriques. Nous avons vu 
^n effet qu'un X:-plan quelconque P* peut être considéré comme résultant 
de l'intersection de k plans rectangulaires. En un point quelconque de 
Pt, élevons le Pn^t plan qui lui est perpendiculaire. Il sera lui-même X'in- 
tersection de n — X; plans perpendiculaires entre eux, et perpendiculaires 
aux précédents. Prenant les n plans ainsi définis pour plans. coordonnés, 
les équations de P^ prendront la forme 

a;i = 0,...,a;ik = 0. 

Les équations. d'un A-plan quelconque étant réductibles à cette même 
forme, ce fc-plan sera identique ou symétrique à Pj. Mais il sera à la fois 
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identique et symétrique ; car P^ est symétrique h lui*même, ses équations 
a étant pas altérées lorsqu'on y change x en — x (opération qui est une 
substitution orthogonale de déterminant — 1). 

50. Considérons maintenant un système de deux plans P,Q qui se cou- 
pent. Prenons pour origine Tun des points de Tintersection, pour plan des x^ 
le plan P, pour plan des x^ un plan rectangulaire à celui-là passant par le 
biplan (P,Q), et pour les autres plans coordonnés, n — 2 plans rectangu- 
laires, situés dans le n — 2-plan perpendiculaire à (P,Q). Les équations des 
deux plans prendront la forme 



ou, en divisant la seconde équation par ^a* -f- fr', ce qui est permis, et 

a b 

posant . = cosa, , = sm «, 

^ ' ) a;, cos a + x^ sin a = 0. 

La forme canonique à laquelle nous pouvons réduire les équations d'un 
système de deux plans contient donc comme paramètre un angle «, Donc 
tous les systèmes de deux plans ne sont pas pareils, mais différent entre 
eux par un élément caractéristique. 

31. On pouvait voir a priori qu'il en devait être ainsi. Considérons en 
effet les équations de deux plans sous leur forme générale 

Pz=a,a;i -H ••. -f a«a;n-f-ft = 0, 

Soient 2/i, ..., 2/» les coordonnées de Tun quelconque q des points de Q. 
Sa projection .r^, ..,., a:„ sur P sera donnée par les relations 

X étant une constante à déterminer par la condition que jt^, ..., a;„ satisfas- 
sent à Téquatian P= 0, ou ce qui revient au même, à la suivante 

fli^— yi) + ... + fl«(«»- y»)=L. 

en posant, pour abréger, L = a^y^^ -h ... H- a„y» — «. 
On déduira de là 



X=: 



aî-^...H.aî' 
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et la distance D des deux points y^, ..., ?/„ et a?!, . .., a:„ sera donnée par la 
formule 

Cherchons maintenant la distance A de ç à l'intersection des plans P,Q. 
La projection z^^ ..., Zp du point p sur son intersection sera donnée par les 
relations 

les paramètres >, f* devant être déterminés par la condition que Sp ..., 3„ 
satisfassent aux relations P==0, Q = 0, ou, ce qui revient au même, à 
celles-ci 

«iK — yi)+ -. -|-a„(2„-ly = L, 
^i(«i — yi) H- . . . + ft„(2„ ~ t/„),= 0. 



On en 


déduit 










Xï,a? + |*2,o,5r = L, 


X2K«A + (i^2,*?=0, 


d'où 












,_ stM- 


2flA.fc 




,2«;26?-(SaA)»' '^ 


2a?2W-(Sar5r)' 



Substituant ces valeurs dans Texpression 

il vient, en supprimant le facteur commun la* s&J — (saA)*, 

(44) A«- ^^''^' . 

Cette équation, comparée à Téquation (45), donnera 

Le rapport -^^ est donc indépendant de la situation du point q dans le plan 

Q, et égal à une constante K. 

Remplaçons maintenant le système actuel de coordonnées par un autre 

D* 
système quelconque, également rectangulaire. On aura — = K', K' étant la 

fonction analogue à K formée avec les nouveaux coefûcients. Mais les 
distances D et A ne sont pas altérées par les substitutions orthogonales; 
on aura donc K = K'. Donc la fonction K est un invariant pour toute substi- 
tution orthogonale; et deux systèmes de deux plans ne pourront être pa- 
reils, s'ils donnent des valeurs différentes de cet invariant. 
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Les deux plans étant mis sous la forme canonique (42), il viendra 

K =r sin*a. 
Ia quantité 

sera , un autre invariant, symétrique comme le premier par rapport aux 
coefficients des deux plans. 

L'angle a peut être appelé Yangle des deux plans. 

52, Il est à remarquer que si sin'a et cos*a sont des invariants, il n en 
est pas de même de sina et cosa, coefficients de Téquation canonique du 
plan Q. En effet, en changeant le signe d'une des coordonnées x^, x^, ou de 
toutes deux, on pourra changer le signe de ces coefficients. 

33. Passons à la consi(}éralion d'Un système de deux multiplans P*, P|, 
ayant un point commun n. Pour traiter la question dans toute sa généralité, 
nous supposerons : 

1® Que Pt et Pi sont dans un même p-plan P^ (sans être dans un nj^me 
/)-f-l-plan); 

2'» Que les multiplans P»_t, P„_-i élevés par le point ir perpendiculaire- 
ment à Pjk et à P| sont dans un même a-plan P, (sans être dans un même 
or + lplan); 

3<» Que P»-jk et Pj sont dans un même t-plan P, (sans être dans un môme 
T -f- l-plan) ; 

4<» Que P» - j et P^ sont dans un même u-plan Pu (sans être dans un même 
u -h l-plan). 

Nous prendrons pour plans coordonnés : 

1*> p plans rectangulaires 

pris parmi les plans générateurs de P^ ; 
2® or plans rectangulaires . 

y, =0, ...,t/p = • 

pris parmi les plans générateurs de P,, ; 
3^ T plans rectangulaires 

pris parmi les plans générateurs de P,^ 
4<» u plans rectangulaires 

Î4,=:0,. .,M,= 

pris parmi les plans générateurs de Pj, ; 
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5"» fc — p — u == â plans rectangulaires 

«j = 0, . . . , Va = 

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du raultiplan ?« mené par 
Pjk perpendiculairement à P^ et à Pu ; 

6<» n — k — (T — T==3 plans rectangulaires 

choisis abitrairement parmi les plans générateurs du multiplan P^ mené 
par Vn-k perpendiculairement à P, et à Pt. * 

Il est clair que les plans coordonnés ainsi choisis seront tous rectangU' 
laires entré eux, et que les équations de P* prendront la forme 

«1 = 0, ...,«„ = 0, 
fi = 0, ..,»« = 0. 

QiAnt à Pi, il résultera de l'intersection des plans 
a?, =0, ...,a;p = 0, 

2,=0,...,2,=:0 

avec un / — /> — t ==7-plan P^ perpendiculaire à ceux-ci. P^ étant d'ailleurs 
perpendiculaire à Pn-i, le sera aux plans 

yi = y,=0, Mi = 0,...,tt„ = O 

contenus dans P«._/. Donc les équations de ses plans générateurs se rédui- 
ront à la forme 

IAi = auVi-f ...4-aiaV«-f^iU^i+ ... -hbiçWQ = 0, 
» 
A^ = o^iVi 4- ... 4- a^^Vo^^b^iWi -f- * . -H h^çw^ =0. 

La comparaison des deux multiplans Pa et P/ se trouve ainsi ramenée à 
celle du y-plan F^ avec le a-plan P« intersection des plans 

»i=:0, . ..,!)« = 0. 

Cherchons à effectuer cette dernière comparaison. 

34; Il est aisé de voir en premier lieu que les trois entiers a, (5, y sont 
égaux, ' 

En effetj si 7 était > a, on pourrait en combinant les y équations (46) 
éliminer r^, ..., r» et obtenir Téquation d'un plan générateur de Py et dont 
l'équation se réduirait à la forme 

(47) CiWi + .,.'\^CzWs-=0. 
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Ce plan serait perpendiculaire à P» et par suite à P» ; et en jaignant son 
équation à celles qui déterminent P,, on aurait un r-f- 1 plan contenant à 
la fois P»_jk et P^, contrairement à ce qui a été supposé. 

Si y était <C «, on pourrait déterminer dans P« un a — y-plan perpendi- 
culaire à P^. Car l'équation générale des plans générateurs de P» 

Xi»| -f- ...4-XaVa=0 

contient a paramètres >i, ...,>« et les conditions de perpendicularité sont 
au nombre dey seulement; donc a — y paramètres resteraient indéteririiiiés. 
Enjoignant les équations de ce a —y-plan à celles de Pu, on obtiendrait, 
contre Fhypothèse, un u -f- a — y-plan contenant à la fois P* et P« ^ /. 

Donc y = a. 

Si y était >p, on pourrait éliminer w^, ..., w^ entre les équations (46) 
de manière à obtenir un plan générateur de P^, dont l'équation serait de la 
forme 

Ce plan serait donc l'un des plans générateurs de P*, et en joignant son 
équation à celle de P^ on obtiendrait, contre l'hypothèse, un /> -f- 1-plan 
contenant à la fois P^ et P^. 

Si y était <p, on pourrait déterminer dans Pp unjS — y-plan perpendi- 
culaire à P^. En joignant les équations de ce p — y-plan à celles de P,,, on 
aurait, contre l'hypothèse, un (y-t*j3 — y-plan contenant à la fois Pn-* et 

Doncy = p = a. 

Les équations (46) pourront donc s'écrire sous la forme 

. (48) Ar=5ariVi + ... -haraVd-h&ritt^i-i- ... + ^r«u;«=0 (r = 1,2, .*., a), 
35. En second lieu, les a fonctions de la forme 

sont toutes distinctes ; car, si elles étaient .liées par une équation linéaire 

Mi + - ■f-^aB* = 0, 
Py aurait un plan générateur 

^lAj-f- ... + ft«A« = 

dont l'équation se réduirait à la forme (47), résultat dont nous avons dé-^ 
montré l'impossibilité (n° 34). 

Les fonctions B'r étant distinctes, on pourra résoudre les équations (49) 
par rapport à v^, i*., ra et en tirer des relations inverses, de la forme 

t>^ = CriB4 + ...-|-.ey,B„ (r=i,2, ...,a). 
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Gela posé, il est clair que les équations des plans 

(50) Cr = en^i -I- ... 4- Cr« A„ = 

se réduiront à la forme 

(51) Cr = «r + WiU>, +... + &;«U>« = (r=l,2,...,a), 

et Ton pourra considérer Py comme déterminé, non plus par l'intersection 
des plans 

A4 = 0, ...,A. = 0, 

mais par l'intersection des plans 

C,=:0, ...,C,=:0 

dont les équations ont déjà une forme plus simple. 
36. Pour obtenir une simplification ultérieure, considérons la fonction 

^(&>i+-H-^>.)'=*(w^i» -mI'ujJ. . 

On peut déterminer une substitution orthogonale, à coefficients réels, 



(52) 



«^1 AiWi4-...-l-/*«it^« 



qui, étant opérée sur cette fonction, en fasse disparaître les rectangles 
(CAuciiy, Sur V équation à laide de laquelle on détermine les inégalités sécu- 
laires^ etc,; Exercices de mathématiques ^ t. IV). Ces coefficients étant ainsi 
détenninés, remplaçons les plans coordonnés 

dont rinlersection détermine P«, par de nouveaux plans rectangulaires 

(53) t;=:û,...,i;'„ = 
déterminés par les relations 

(54) t; = /"ri», + ...H-/r«Va=-.0 (r = 1,2,. ..,«). 
D'autre pari, employons pour définir Pp au lieu des équations 

C,= (r=l,2,...,a), 
le système équivalent formé des équations suivantes 

(55) A;==/-riC, + ...+/'raCr«=Vr+t>i-|-... +^>« = 0, 
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où nous posons, pour abréger, 

On aura 

Donc celte expression ne contiendra pas les rectangles des variables, ce 
qui donnera les équations de condition 

(56) 2^&;&;=0(r^s), 

lesquelles expriment que les plans A'^, ..., A« sont rectangulaires entre eux. 

37. Soit d'ailleurs 

(57) ^.brl^gf (r = l,2,...,a). 

Les relations (56) et (57), étant respectivement divisées par grQs et par 
Sfr » montrent que les quantités 

^1 ^ C 

sont les coefficients d'une substitution orthogonale. Prenant pour coordon- 
nées, au lieu de w;i, ..., Wa., les suivantes 

h" h' 

(58) w;=: — w,-h...+ -f^Wa (a = l,2,...,r), 

Çr yr 

P« sera toujours déterminé par les équations (53); mais les équations de 
Py se réduiront à la forme simple 

(59) X',=:v,-hgrWr = (r= 1,2, ...,a) 

où ne figurent plus que a paramètres 5^4, ..., gr- 
Posons 

gfr=tanger, 

et multiplions les équations (59) par cos Qrl elles prendront la forme 

(60) A'^ = v'r cos 6f 4- w'r sin ôr = 0. 

Nous dirons que ô^, ..., 0« sont les angles des deux a-plans P» et P^. 

38. Les quantités cos*0r, sin*0r sont des invariants orthogonaux. On peut 
le démontrer de deux manières. 

En premier lieu, soient 
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Tun quelconque des plans générateurs de Pa, 

lt.i(v\ cos e^ -h w'i sin 6,) -h . . . + (!.„ (vl cos e, + w^ sin 6«) 

l'un quelconque des plans générateurs de P^. L'angle ^ de ces deux plans 
sera donné par la formule 

(Xi|XiC0Sej-f....-f-X„p.„C0SÔj« N* 

Si Ton fait varier les indéterminées X et fx, les maxima et minima de cette 
expression seront évidemment des invariants. 

Supposons d*abord que les > soient seuls variables. Si les X sont dé- 
terminés de manière à donner à ^ sa valeur maximum ou minimum «S on 
aura 

""ML"~ML + MdL* 
quelles que soient les variations d\, ..., fi>a. On en déduit 

et, par suite, 

ou 

(62) ' Np-i cose^ =<*MXj, ..., Np.„cos e„ = <«Mx,. 

Tirant de là les valeurs de X^, ..., >«, substituant dans (61) et" réduisant, 
il vient 

(i.;C0S«ft|4-... 4-p.;cOS^6, R 
(65) <*=cos«cp = ^— ; — 5 = ç. 

39. Faisons maintenant varier les quantités f*i, ..., fia. La loi de variation 
de i*, qui résulte de la formule (63) peut être représentée géométrique- 
ment. En effet, i* ne dépendant que des rapports des quantités p^, ..., ^a, on 
peut supposer qu'on les fait varier de telle sorte qu'on ait toujours S = l. 
Cela posé, prenons dans un espace à a dimensions une droite de longueur 

1 
r = ~, et faisant avec les axes coordonnés les angles fA^, ..., ^x.* Le lieu des 

extrémités de ces droites sera Tellipsoïde à a dimensions 
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40. Il reste à obtenir les maxima et minima de f . Soit s' l'un d'eux r on 



aura 



d'où 



* ""S"" S+dS ""dS' 



dR_ , dS d^^^dS 



ou 

(64) ^4 005*64 =[XiSS ...,f*«cos»d« = M*- 

On satisfera à ces équations en posant ' 

et les équations (62) donneront ensuite les valeurs correspondantes des 
indéterminées X : 

(65) Xi = ...=Xç_i = Xp + l = ...=rX«=:0., 

Il existe donc a maxima et minima distincts qui correspondront aux 
angles respectivement formés par les plan» A^, ..,, Aa avec les plans cor- 
respondants A'j, ..., A'^. 

Nous obtenons ainsi le théorème suivant : 

Étant donnés deiur a-plans P« et P^ , n'ayant qu'un seul point commun^ si 
Von cherche ceux de leurs plans générateurs dont V angle est maximum ou 
minimum^ on obtiendra deux systèmes associés de plans rectangulaires réels 
Al ,..., Aa^i Aj, ..., A'^ : les maxima et minima cherchés ne sont autres qu£ 
les angles des multiplans ?« et P^. 

41. Soient, en second lieu, v^, ...,î^'^, w\,.,,yW'^ les coordonnées d'un 
point quelconque de P^. Sa distance h au multiplan Pa défini par les équa- 
tions • ' 

sera évidemment donnée par la formule 

D'autre part, sa distance k à l'origine des coordonnées sera donnée par 
la formule 

k^==v\* + !.. 4 v„* + w\* -f- ... + K^ 

ou, en tenant compte des équations (60), 

^ . ai* a gm20^ sm*ô„ 



Digitized by 



Google — 



— 132 — 



Cela posé, les maxima et minima de t^ sont évidemment des invariants. 
Soit tt* Tun d'entre eux. On aura, conune tout à Theure, 



d'où 

dv\ " dv[ ' ' dv'^ " dv\ 



d.h* ,d,k* d.h* d.k* 



ou 

i 



U*Vi , . », 



Vi=TT-Tr »-=«' 



4 



"^^iïÏÏMi; ^«-^ sin«6. 

On satisfera à ces équations en posant 

tt«=sin*6p,i;;=... = t;'^_i = Vp^.4=:... = »'^r=0. 

On aura donc a invariants distincts, qui seront les carrés des sinus des 
angles 0^, ..., ©„. 

42. On remarquera ici encore que les quantités cosôr» sinôr, tang0r = fl'r 
ne sont pas des invariants, car on peut changer à volonté leur signe en 
changeant Je signe d une des coordonnées. Leurs carrés seulement sont des 
invariants. 

AT), Considérons deux systèmes quelconques de deux a-plans P« et P^, 
F^ et F . S'ils ont les mêmes invariants, ils seront pareils, car nous venons 
de voir qu'on peut les raftiener par une substitution orthogonale à une 
même forme canonique. Mais il est utile de distinguer le cas où ces deux 
systèmes sont égaux de celui où ils sont symétriques. 

Si w> 2à, les deux systèmes seront à la fois égaux et symétriques; car 
chacun d'eux est symétrique à lui-même, son équation ne changeant pas 
par la substitution orthogonale de déterminant — 1 qu'on obtient en chan- 
geant le signe d'une des coordonnées qui ne figurent pas dans ses équations 
Canoniques. 

11 n'en est plus de même si w= 2a. On aura égalité ou symétrie. Voyons 
comment ces deux cas pourront être distingués l'un de l'autre. 

44. Soient, comme précédemment, 

t;r = (r = i,2, ...a), 
et 

Ar=arit;|-f ...-4-ar,«a-i-trit<^4-»-... + frr««^«=0 (r=.iX ••.,*) 
les équations initiales qui définissent respectivement PaCtP^. On pourra de 
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même met re les équations qui définissent respectivement F^ et P' sous la 
forme 

Vr = (r=l,2,...,a), 
et 

AriV,4-...4-A,J«4-BriW,4-...4-Br«W« = (r==l,2,...,a), 

\i=Of ...,W,=0 désignant des plans rectangulaires. 
La substitution 

I i»„ ...,«;„ V„...,W.| 

est orthogonale, et suivant que son déterminant sera égal à ±: 1, il est clair 
que le système P'^,P' sera égal ou symétrique au système des deux multi- 
plans Pa, Py respectivement définis par les équations "^ 



et 



Vr=:0 (r = l,2,...,a), 



Jfc^=Ari«i-4-... + Arat;„-|-.BriWi-4- ...-{-Br^w^ (r=i,2,...,a). 



La question se trouve ainsi ramenée à déterminer dans quel cas ce nou- • 
veau système est égal au système P«, P^ et dans quel cas, au contraire, il lui 
est symétrique, 

45. Nous allons prouver que V égalité a lieu si le produit des deux déter- 
minants 

Ail ... Ai„ 



A,== 



Bji...Bi« 

Bal...Ba« 



I A.i...Att, 
est de même signe que le produit des deux déterminants 



^i = 



««!...«« 



.^ = 






Dans le cas contraire, on aura la symétrie, 
46. Prenons pour définir P^, au lieu des plans 



les plans 



Ar=0, 



Cr=:0 



définis par les relations (50) ou (51). 

Les déterminants analogues à B^ et B^ par rapport à ce nouveau système 
de plans seront évidemment égaux à 



^\=:zè, = Uè', = t^,= ^: 



^\i-'K 



Ki-'K 
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en' 



Cal • • ^a( 



réciproque de à^ 

On voit par là que 5*, aura le même signe que S^S^. 

Prenons maintenant pour coordonnées, au lieu de v^^ ..., v«, lès quan- 
tités v\f ..., v'^ déterminées par les relations (54), et définissons P^ par 
l'intersection des plans A|.=0 donnés par la formule (55). Le déterminant 



*:= 



b'u ...b\^ 



fr:..-fr; 



sera évidemment égal à 5j^, ^ étant le déterminant des coefficients /i^, ..., 
faa- Ce déterminant est égal à ± 1, la substitution (52) étant orthogonale. 
On peut le supposée égal à 1 ; car, pour changer son signe, il suffirait de 
• changer simultanément le signe de /ii, ...,/i«, ce qui peut se faire sans 
altérer la propriété qu'a la substitution (52) de faire disparaître les rectangles 
dans la fonction $. On aura, dans cette hypothèse, 

Cela posé, on a évidemment 

(66) K=9i-9^V. . 

y étant le déterminant des équations (58). Ces relations étant orthogonales, 
on aura 

D'ailleurs, le signe des quantités ^j, ..., <7« est arbitraire; on pourra donc 
supposer gf,, ..., jf. positifs, et déterminer le signe de ^^ de telle sorte que 
y soit égal à 1. On voit alors par Téquation (66) que Qi aura le même signe 
que S\, ou que le produit ^^^j. 

On pourra donc, par des transformations orthogonales de déterminant i , 
donner aux équations de P« et P^ les formes suivantes 



(67) 
(68) 



v[ -t- giw[ = 0, ..., v^ + gaw'^ = 0. 



47. Opérant de la môme manière sur le système. P«, P^, qui a par 
hypothèse les mêmes invariants gf?, ..., ^J, on pourra, par des transforma- 
tions orthogonales de déterminant i , mettre ses équations sous une forme 
canonique identique à la précédente, si A^Aj a le même signe que ^i^j-, sous 
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une forme qui diffère de la précédente par le signe de jf^, si A^A^ est de 
signe contraire à S^S^. Il est clair que, dans le premier cas, les deux sys- 
tèmes Pa, Pv et Pi, Py seront égaux; dans le second cas, ils seront symé- 
triques, puisque pour ramener leurs formes canoniques à l'identité, il 
faudra changer le signe d une coordonnée. 
Notre proposition est donc établie. 

48. Nous avons vu, dans ce qui précède, qu'on peut déterminer un système 
de coordonnées j^^, ...,^p, t/j, .. .,!/<„ ;2i,..., 2;-,, w^,..., w,, î;|, ..., v;,^;, ..., 
w'o,y tel que P* et Pi soient respectivement déterminés par les équations 

t;i = 0,...,»;=:0, 
et par les équations 

(70) ^,=0,...,;5, = 0, 

f v\ cos 6j -f- w'i sin Ôj = 0, ..., w'^cos ô« -f- «;^sin 6a= 0. 

Les multiplans Pn-jet ?n-i menés par Torigine perpendiculairement 
aux précédents auront évidemment pour équations 

(y, = o;...,y, = 0, 

(71) . z,=0,...,«, = 0, 

I «;;=0, ...,ti;'^=rO, 

et 

( 2^1 = 0, ...,i^, = 0, 

(72) }u, = 0,..„u,=zO, 

( — v't sinôj-|-«;icos6j = 0, ..., — «^sin6a + ti;'^cos6«=:0. 

La comparaison de ces équations montre : 

1** Que P»_/ forme avec P^ des angles en nombre a, respectivement égaux à 

2<* Que Vn-k ^t Vn-i forment entre eux des angles en nombre a, respective» 

ment e'gatujc à tt-I-Ôi, ...i^-f-ôa- 
Il résulte de là que P„_jfc et P„^ï auront les mêmes invariants que P^ 

et P,. 

49. Un système formé d'un k-plan P* et d'un l-plan P| aura en général 
a. invariants angulaires, a étant le plus petit des quatre nombres k^l, n — &, 
n — /. 

Admettons en effet que les coefficients de ?k et de ?i ne soient liés par 
aucune relation particulière, et supposons d'abord que k soit le plus petit 
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des quatre nombres ci-dessus. On aura A: + Z<$n, k-^-n — l<^n. Donc 
Pk naura en général aucun plan générateur commun avec Pj ou P»_i. On 
aura par suite (55) 

p=0, 0=0, aL=k — p — u=A:. 

On voit aisément que les cas particuliers où Pjt aurait p plans générateurs 
communs avec Pi et v plans générateurs communs avec P„-.i se déduisent 
du cas général en exprimant que, parmi les X: angles de P^et deP|, il y en a p 

égaux à zéro et v égaux à ^• 

Soit au contraire n — k<^k,n,n — L Les multiplans Pn-k, P«-i au- 
ront en général n — k invariants angulaires, d'après ce qui précède, et 
P». Pi qui leur sont respectivement perpendiculaires auront les mêmes 
invariants (48). 

50. Nous avons vu (55) que la recherche des angles de deux multiplans 
quelconques se ramène immédiatement à celle des angles de deux a-plans, 

A étant au plus égal à 2* Cette dernière question peut se résoudre, ainsi 

que nous l'avons fait (54 et suivants), par la réduction des deux a-plans 
à leur forme canonique. Mais on peut aussi la traiter directement. 
Soient en effet ♦ 



et 

les équations des deux a-plans considérés P et Q. 
Les plans générateurs de P auront pour équation générale 

A4a;4 + ...-4-A^„=0, 

en posant pour abréger 

(73) Aj = «44^1 H- ..• + a«A«, ..., A^=ain^i + ... H- a«»i^«. 
Ceux de Q auront de même pour équation 

(74) Bia;,-4-...-hB^„=:0, 
en posant 
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L'angle ^ des deux plans sera donné par l'expression 

(75) cos«9 = -^ ' =N' 

dont il reste à déterminer le minimum. 

Soit s* un des minima cherchés. Les valeurs correspondantes des indéter- 
minées >i, •.., >« d'une part, et p^, ..., f*a d'autre part, ne sont déterminées 

M 

que par leur rapport, ^ étant homogène et du degré zéro par rapport à 

chacun de ces systèmes de variables. On pourra donc déterminer les \ et 
les f* de telle sorte qu'on ait, outre la condition 

les deux conditions auxiliaires suivantes 
et pnr suite 

Gela posé, donnons aux variables >,fA des accroissements infiniment petits 
quelconques. On aura, d'après la condition du minimum, 

,_M_ M + <flI 

Chassant les dénominateurs et égalant séparément à zéro les coefficient»? 
de d\y ..., dXo, d^i^, ..., d^ia, il viendra 






f« = U «). 



Mais on a 



JAÊ ^^ 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (76), et supprimant le facteur 
commun «, il viendra 

(78) ^a.JB^zrzs'^a.^k^ ((,= 1,2, ..., a). 
L'équation (77) donnera de même 

(79) 2Me=«SMe (er = i,2,...,a). 

Les équations (75), (74), (78) et (79) forment un système de 2n-+-2a 
équations linéaires entre les 2n ■+■ 2a quantités >, p, A, B. En égalant à zéro 
le déterminant de ce système, on aura Féquation caractéristique qui déter- 
mine s. Cette équation est du degré 2a. Mais il est aisé de voir qu'elle ne 
contiendra que des puissances paires de s. 



V. PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX HULTIPLANS. 

51. Passons maintenant à la considération de deux multiplans P*, PJ qui 
n'aient aucun point commun. Par un point quelconque de P* menons un 
/-plan ?i parallèle à F^.On pourra choisir les coordonnées de manière à 
ramener P* et P/ aux formes canoniques (69) et (70). ?i, rapporté aux mêmes 
axes, aura pour équations 

(80) iCi = ai, ..., a;ç==flp, 

(81) 2, = &„ ..., 2, = 6„ 

(82) v;cos6j4-«;iSinôj=c,, ..., i;icosôa-|-ti;',sinô«=rc«. 

Mais, si Ton prend pour coordonnées, au lieu de 
les quantités 



sin ôj * sin ô« 

era disparaître les constantes b et c. D'autre part, soient à^, ...,\ des 
imètres quelconques assujettis à la relation 

\ai + ... -4-Xpap-=0; 

lation générale 

\Xi -i- ... -4-Xça;ç = 

ésente un p — 1-plan, résultant de la combinaison de p — 1 plans gé- 
iteurs rectangulaires 

j;; = 0, ,..,a:;=:0, 
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D'ailleurs Pp résulte de l'intersection de P^-^i et d'un plan a:'^ perpendi- 
culaire à Pp — 1. Prenons pour plans coordonnés 

a;;=:0, ...,x; = 0, 
au lieu de 

La forme des équations de P* ne sera pas changée ; mais les équations (80) 
deviendront 

Les équations de P'^ ne contiendront donc plus qu'un seul terme con- 
stant a\ . Il est aisé de voir que cette dernière constante représente la plus courte 
distance de P^et de F^; c'est donc un invariant nouveau à ajouter aux inva- 
riants angulaires précédemment étudiés. 

52. Cherchons maintenant comment on pourra calculer a priori cette 
plus courte distance. 

Soient Ai = 0, ..., Ajt=0 les équations de P*; 6^ = 0, ..., B/ = celles 
de Fj. On pourra exprimer les coordonnées x^, ..., ^„ d'un point quelconque 
dePjt en fonction linéaire de n — k variables indépendantes >i, ...,>„_jk. 

En effet, soient A^+i, ..., A„ des fonctions linéaires quelconques de x^, 
...,a:„, choisies de manière à former avec A^, ..., Ajt un système de n fonc- 
tions distinctes, et posons 

Ces équations, jointes aux suivantes 

Ai = 0, ...,A*=:0, 

fourniront un système de n équations linéaires. En les résolvant par rapport 
à x^, ...,^„, on obtiendra pour ces variables des expressions de la forme 

X^ = Coi'ki-h ... -hCf.n-k^n-k-^-d^' 

On pourra, de la même manière, exprimer les coordonnées X^, ...,X„ 
d'un point quelconque de Pjcn fonction linéaire de n — l variables indé- 
pendantes, >»__jk+i, ..., "kin-k-h par des expressions de la forme suivante 

Cela posé, le carré de la plus courte dislance cherchée A s'obtiendra en 
cherchant le minimum de l'expression 
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ou, en substituant pour les x et les X leurs valeurs et posant pour abré- 
ger 2n — k — l=:m^ rf^ -|- Dp = ^p, le minimum de l'expression 



(83) 



p=n 



où toutes les variables >|, ...«>„ sont indépendantes. 
Ce minimum sera évidemment nul, si m5>w. 
55. Soit au contraire m<in. Posons, pour abréger, 



(84) 



Cfih -4- ... -t- c^Xm -H *ç = — fie- 



On obtiendra le minimum cherché en égalant à zéro les dérivées de 
l'expression (83) par rapport aux variables \y ...,^«» ce qui donnera une 
série d*équations de la forme 



(85) 



Cisy-i -H C,,a, + . .. -h Cnaiin = 0. 



Les équations (84) et (85) sont au nombre dem+n, et linéaires par 
rapport aux m-j-w variables > et p. On pourra donc calculer ces variables 
sans difficulté ; on obtiendra des expressions de la forme 






R' 



— 2i 

R' 



^ = -R' 



en posant pour abréger 



R=r 






P.= 



1 
1 



^1 ^U ••• ^11 
"« Cj2 ... C„ 



1 



• 

Cm 


• • . 


• Cfm 





. 


.. 1 





.. 


. 


^11 


c„ . 


•. c»i 





.. 


. 


Cii 


c„ . 


.. c„. 



0... C^^C^ni . ••C« 



^» 


Cm- 


'C„rH 


. 


.. 1 





. 


. 


Cji Cj4 . 


•• Cm 





. 


. 


C,, C,j . 


• Cm 



... Ci«C2„...c„, 



, etc., 
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CuCi%*"C,n ^1 ... 
CaiCj, ...c,„ ^, 1 ... 



"m <'m 


-Cnm 


»„ 


.. l 





... 


Oc„ . 


■■ ««1 





... 


c„ 


•• Ont 



... c,„ ... c^ 
et le minimum cherché sera donné par la formule 



A» = 



_Qî4-...+(^ 



etc., 



Cette expression peut être simplifiée. Nous allons montrer, en effet, que 
son numérateur est divisible par R. 

54. Et d*abord il résulte évidemment de la forme du déterminant R que 
Ton aura 

en désignant par Aap... le déterminant 



Cai ... Cttm 



et la sommation s*étendant à tous les systèmes de valeurs distinctes des 
m indices a,^, ... compris entre 1 et n. 
On aura de même 

DJIp... étant ce que devient A,^... lorsqu'on y remplace Ca?, Cp^, ... par 
^«, ^p, .... 
On aura enfin, d'une manière analogue, 

où Bj«p... représente le déterminant 



Cgj ... Ce,» ^f 
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et où la sommation 2^ s*étend aux systèmes de valeurs distincts des indices 

a, p, ... à l'exclusion de la valeur />. 

55. Substituons dans A^ les valeurs de R,Qi, ..., Q^, il viendra, en appe- 
lant M* le minimum cherché, 



s(s'B^,...A.,..y 



M« = 



la nouvelle sommation représentée par § s'élendant à toutes les valeurs 

de p. 

On voit déjà que le numérateur de M* est une fonction du second degré 
des déterminants Aa?.... Nous allons montrer qu on peut le mettre sous la 
forme suivante 



(SB?.....)(S-^'«i.-)' 



la nouvelle sommation g s'étendant à tous les différents systèmes de va- 
leurs de p, a, p, .... 

56. Nous commencerons par Texamen de quelques cas particuliers. 

Soit d'abord n — m = l. L'indice p étant déterminé, les indices en 
nombre m, a, j3, ..., n'auront plus qu'un seul système de valeurs, la va- 
leur p étant écartée. La somme représentée par 2 se réduira donc à un 
seul terme, et Ton aura, pour le numérateur de A*, 

D'ailleurs les indices />, a, p, ..., en nombre m-f-l, ne sont susceptibles 
que d'un seul système de valeurs, et en les permutant on changera tout 
au plus le signe du déterminant B^ap.... Le fâ-cteur B*^p sera donc le même 

dans tous les termes de la somme g ; cl il s'y trouvera multiplié par les 
divers termes de la somme 2 A«p.... Le numérateur de A* sera donc égal à 

Bja?...2^ap -î ^^ ?"*^^ fallait démontrer. 

57. Soit en second lieu m = 1 , n quelconque. On aura 

et la valeur de \ qui donne le minimum sera fournie par l'équation 

Cli(Cii^i + ^i) + .- + Cn,(Cr,^\ -{- ^„) = 0. 
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4 

On en déduit 



x, = . 



S/.' 



Substituant cette valeur dans l'expression 

on aura l'expression du minimum 

fS c.,*.)* - 2 f ^'^..S. )* + S *î S '^«1 

la sommation g s'étendant à tous les différents systèmes de valeurs des 

indices p, a. Mais les deux sommes 2] ^îi et § (^çC«j — ^aC^i)^ sont précisé- 
ment ce que deviennent dans le cas particulier que l*on considère les ex- 
pressions 2] Aîp... et § BJa?.... Le théorème se trouve donc démontré. 

58. Cela posé, pour établir d'une manière générale que quels que soient 
m et n (m étant <; n) , on a la relation 



(87) M« = 



SA|,„. 



il nous suffira de démontrer que si celte relation est vraie pour m et w, 
ainsi que pour m + 1 et n (en supposant m4- i < ^)» elle sera encore vraie 
pour m-f- 1, n-f- 1. En effet, la proposition est déjà prouvée, quel que soit 
«, pour m = 1 et pour m = n — i . 
Or, soit ' 

(88) A* i= 2^7^-^^ f Cç^x^ -h ... + Cç«x^+ c^,,„+i^m-f.i -+- 0'- 
Posons 

(89) Xp= OpiA^ + ... 4-ap,ni+iAm+i, 

Al, ...,Am+i étant de nouvelles variables, et a^j, ..., a^^m+i des coefficients 
quelconques. La quantité A* sera une fonction quadratique des nouvelles 
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variables A ; mais il est clair que son minimum M* ne sera pas altéré par 
cette transformation. Il en est de même de l'expression 

i^BpoS... 

car chacun des déterminants partiels qui figurent tant au numérateur qu'au 
dénominateur se trouvera multiplié après la transformation par un même 
facteur, égal au déterminant de la substitution (89). 

Or on pourra évidemment choisir les nouvelles variables de telle sorte 
que 

se réduise au produit de A^+ipar un facteur constant. On voit par là que, 
pour démontrer l'égalité (87) dans le cas général, il suffira de considérer le 
cas particulier où l'on a Cn+ui = ... = Cn+i,m = 0. Mais, dans ce cas parti- 
cuher, la'démonstration devient facile, comme on va le voir. 

59. Supposons, pour simplifier l'écriture, qu'on ait m=l, n = 5(on 
verra aisément que le procédé de démonstration est général). L'expres- 
sion dont on aura à chercher le minimum sera 

A»=(CnX,+ Ci,X.-f<^,)« + (Cti^i +C„X,4-^a)*+ (c,tX,+C5,X, + ^5)« + (c«x, + K)^. 

Pour l'obtenir, on pourra évidemment opérer de la manière suivante : 
on supposera X, constant et 1^ seul variable, on obtiendra ainsi un certain 
minimum ^*, qui sera fonction de \ ; puis on fera varier >, de manière à 
obtenir un minimum minimorum, qui sera la quantité cherchée M*. 

Or le théorème étant établi pour m = 1, n=:3, on aura immédiatement 
le minimum de la somme des trois premiers carrés, ^en supposant >, con- 
stant. Ce minimum sera égal à 






^11 ^i«Xt "+■ "a I 



cU-^cl 



En y ajoutant le terme constant (c^^\ ■+- ^4)*, on aura pour W^^Jjl'expres- 
sion suivante 



^11 4" ^11 + ^51 



en posant pour abréger 



I ^61 Cgi I Ùçi dg 
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Cela posé, Tïl» ne contenant plus qu'une seule variable \, son minimum 
M* sera égal à 

en posant pour abréger 

et 

Or les six termes de W sont précisément les carrés des déterminants 
binaires Aap formés avec les quantités 

<?ii ^n Cu 

^18 ^22 ^32 ^4S' 

En second lieu, les termes de V sont précisément les carrés de ceux des 
déterminants ternaires 



BçoiS = 






pour lesquels p = 4. 
Enfin, si Ton avait Ci,= §^ = 0, M* se réduirait à 

U 



(JIdÎ, + JI^L + A)3i) (ci\+cîi-hc|i) 



Mais, dans ce cas, la fonction A contenant dans son expression un carré de 
moins que précédemment, le théorème lui serait applicable, par hypothèse. 

L'expression de son minimum serait donc xT ""; — irT~r""rT* ^^ ^^^^ P^r 

Jbi2 -r Jbsî -r Jbsi 



suite 



et, substituant cette valeur dans l'expression (90), il viendra 



le signe § s'élendant à tous les systèmes de valeurs de |0,a,(3. C'est précisé- 
ment l'égalité qu'il s'agissait de démontrer. 

m iO 
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60. De la formule que nous venons d'établir pour exprimer le iriinimum 
d'une somme de carrés de fonctions linéaires, on peut déduire de nom- 
breuses relations entre les déterminants formés avec les coefficients de ces 
fonctions. Pour les obtenir, il suffît d'observer que le minimum cherché 
peut s'obtenir en laissant d'abord constantes une partie des variables, et 
les faisant varier ensuite de manière à obtenir le minimum minimorum. 



VI. FORMULES TRIGONOM ÉTHIQUES. 

61 . Considérons un système quelconque de n plans a:^ = 0, . . . , ^„ = se 
coupant en un point quelconque, et prenons-les pour plans coordonnés. La 
distance de deux points, ayant pour coordonnées o^i, . .., ^„ et a:!^, ... , ^J^ sera 
donnée, comme on Ta vu, par une formule quadratique 

(91) K -<)* + ... -h K-a:'„)*+2a,j{j;,-a/i)(ir,-. 4)-h... = 0. 

Posant «12 = «21 et introduisant pour la symétrie de nouveaux coeffi- 
cients «n, ..., a„„ égaux à Tunité, on pourra mettre l'expression (91) sous 
la forme 

/■(^i — a;;,..., a;„ — a/») = 22 ^« (^'•""^0 (^« — ^») = ^- 

D'ailleurs cette expression ne peut s'annuler sans qu'on ait identique- 
ment x^ — x\ = ... =z=a;„ — ^;, = 0. Donc la forme /"est définie et positive. 
11 faudra, pour que cela ait lieu, que le déterminant 



D= 



«11 —«in 



et ses mineurs de tous les ordres pris par rapport aux coefficients dia- 
gonaux, 

darr dOrrdass^ ' 

soient positifs. 

Ces conditions sont la généralisation de ces propositions de géométrie : 

Dans tout trièdre, une face quelconque est moindre que la somme des autres; 
et la somme des faces est moindre que quatre droits. 

Nous allons maintenant montrer que les angles mutuels de tous les multi- 
'plans formés avec les plans x^, ..., x^ s'expriment au moyen du détermi- 
nant D et de ses mineurs. 

Nous supposerons, pour abréger l'écriture, que l'on a n = 4. 

62. 1* Angle des deux droites x^ = x^=:x^=0 etx^ = x^z=zxi = 0. 

Soient ^4, 0,0,0 les coordonnées d'un point p de la première droite. 
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0,Sj, 0,0 celles de sa projection g, sur la seconde, ^ sera déterminé par la 
condition que 

carré de la distance des deux points p et^, soit minimum. On aura donc 

Cette valeur réduira l'expression de A* à (1 — aU)xf, 

Cela posé, désignons par [234.341] l'angle des deux droites. Nous avons 
vu (50) que Ton aura 

sinn234.341]=^ = l-aî„ 

et par suite • 

cos [234.341] =±aia. 

Le choix du signe à donner à ce cosinus est tout à fait arbitraire; mais 
il peut être fixé par une convention. Nous le considérerons comme positif 
ou riégatif, suivant qu'un point situé sur la partie positive de l'axe des x^ se 
projette sur la partie positive ou sur la- partie négative de Taxe des x^. 
D'après cette convention, on aura 

(92) ces [234.341] =ajj. 

63. 2*» Angle de la droite x^ = x^ = Xi^ = avec le biplan x^ = x^ =; . 
Désignons cet angle par le symbole [234.41]. Soit (^^,0, 0,0) un point de 
. la droite, (0,Ç2,Ç3,0) sa projection sur le biplan; ÇjjÇj devront rendre mini- 
mum la distance 

A* = a^a^î -H a^ Il H- a^^ Il -f 2a^^ Ç, Çj - "Ha^^i \^ - "ia^^x^ Çj, 
d'oii les équations de condition 

«25 ?2 + «33 ?5 «13^i = 0. 

Ces équations donneront, en remarquant que 023= aj^, les valeurs sui- 
vantes de Çs, Ç5, 






da^^da^^ day^da^, 
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D'ailleurs en les multipliant respectivement par Çj, Çj et les retranchant 
ensuite de Af, il viendra 



duii^da^ da^ida^ 

d'où 

(95) sin» [-234.41] = g^ -4^. 

da^^^da^ 

64. 3° AngfZe c?e la droite x^z=x^=ix^ = Q avec le plan x^=i^. Nous 
désignerons cet angle par [234.1]. 

Le point (x^^fififi) aura pour projection sur ce plan un point (OjÇj,?;,?^), où 
Çj» Çsï Ç* sont choisis de manière à rendre minimum l'expression 

b\ = a,,x\ + «28 ÇJ + «35 5! + Û44 51 - Saïaa;^ Ç, - ... 4- 2«,5 Ç^ ^5 + • • • • 
Us salisieront donc aux relations 

(94) «2,, Ça + «33 Çj 4- «54 ?4 — «13 5l = 0, 

^ «i>i là H- «54 Is + «44 ^4 — «14 Çl = 0. 

Ces équations donneront 

dP dP db 

(viô) ^*-~W' ^--rfp;' ^*-"rfp;- 

e/«H «^«ii rf«ii 

D'ailleurs en multipliant les équations (85) respectivement par Sj^Çj,?* 
et les retranchant de A|, il viendra 

A« = a^^x\ — «la^;! ?j — «13^4 Ç3 — a^^iTi Ç^ 
rfP dP dP éTO 

— rfp; ^»-' w^* ' 

d«j, rf«ii 

et par suite 

(96) «'°'f2-'^-^i=3=i:- 

d«i, 

65. 4° iwgf/e du plan ^r^ = avec le plan x^^z=.{). 
Soit [1.4] cet angle. On aura 

sinM1.4]=|, 
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A, étant la distance d*un point quelconque p du plan x.^Oh l'intersection 
des deux plans x^ = 0, x,= et A^ sa distance au plan x^ = 0. 

Or prenons pour p le point dont les coordonnées sont 0:4,0,0,0. Nous 
avons trouvé 



donc 



D '^^ 



On en déduit 



sinMl.^]= ^^ • 
da^ da^i 



db rfD _D d*^ 



cos«[l.^] = STrfD • 



da^i da^^ 
Or le numérateur de cette expression est égal (Salmon, Lessons on 
higher Algebra, 2« édition, n° 52) à 



on aura donc 

(97) cos[1.4]=± 



dD 
dai4, 



/ dP db 



66. Le choix du signe est encore arbitraire dans cette formule. Poui* le 
fixer pur une convention convenable, nous remarquerons que le plan x, = 
est coupé par le plan ^, = en deux parties distinctes; Tune positive, pour 
laquelle t,>0, l'autre négative, pour laquelle x,<0. De même, le plan 
X =0 coupera le pan ^, = en deux parties, l'une positive, pour laquelle 
x>0 l'autre négative, pour laquelle x,<0. Cela posé, nous convien- 
drons de considérer cos [1.4] comme positif, si la partie positive du plan 
x, = i) se projette sur la partie positive du plan x, = 0; comme négatif 

dans le cas contraire. . , ^ ^ ^x ,1 

Ornous avons vu quelaproiection(0,?„?„?,) du pomt ^,0,0,0) sur leplan 

^, = est donnée par les formules (94). D'ailleurs ~ est essenlielle- 
me.it positif. Donc cos [1.4] qui a le mémo signe que | sera de signe 
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contraire à -7 — Il faudra donc prendre le signe - dans la formule (97). 

67. Si au lieu de quatre variables on n'en avait plus que trois, la formule 
que nous venons d'écrire deviendrait la formule fondamentale des triangles 
sphériques, ainsi qu'il est aisé de le vérifier. 

68. On peut d'ailleurs obtenir pour cos [l.^] de nouvelles expressions 
exemples (en apparence) de radical ;'on a en effet, d'après la formule (93), 



De même 



3 — =sm« [254.411 -; — 5— . 



j— = sm« [231 .14 1 — j— 



Substituant c«fi valeurs dans (97), il viendra 

dD 



da,4 



cos [1.4]= --^ ^ 

sin [334.41] sin [231.14] ^-^ 



formule où les deux sinus devront être pris avec le signe -i— 
On a d'autre part 

(iP _ D rfP _ D 

rfa» ~ sin* [234 . 1 j ' da^'^ sin« [1 23 . 4] ' 

d'où 

~|^ sin [234.1] sin [1 23. 4J 
cos [1 .4] = -^^ . 

69. 5® Angles du biplan Xy=:x^=^Q avec le biplan x^=:iX^=^{S. 
La distance Aj d'un point {x^yX^fifi) du premier biplan à sa projection 
(OjOjÇjjÇj sur le second sera donnée par la formule 

où Çj et Ç4 seront déterminés par les équations de condition 

«25^3 + «44^4 — «14^1 — «24^2 = , 

lesquelles, multipliées par Ç3 et ?4 et retranchées de l'expression de A|, la ré- 
duiront à la forme 

(99) Aj = a^3\ -h a^l -h ^a^^^x^ — a^^x^l^ — a^^x^l^ - a^^x^l^ — a^^pc^l^. 
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. — 




Posant d'ailleurs pour abréger 






__ (i«D _ d«D 


35 = 


d«D d*D 


da^^da^^ da^^da^^ ' 


~daj5<iflii"~ da^^da^^ 


d«D _ d*D 


2) = 


d*D d«D 


da.^da^^" da.^da^^' 


"da^da,,'" da^^da^^' 


da,,da^^ da^^da^. 






Les équations (98) donneront 






Jba^i + Sa;, 




e^i + 2)^i 



Çs — ë ' Ç* — - 

valeurs qui substituées dans (99) donneront 






où l'on a 



2N = 2a«g + ûisS + a^^^Jio + a^S) + «24C 

= «1*8 + ûisîB + au2) + 0*18 4- flasfB + ûaiC 

'dajj daij dais 

D'autre part, la distance ^^ du point (.ri,a:2,0,0) à l'origine des coordon- 
nées, intersection des deux biplans considérés sera donnée par la formule 

^î = ^î H- ^î -H ^a^iX^Xg^, 

et les carrés des sinus des angles cherchés seront donnés parles maxima et 
minima de la formule 

^î "" 8 (^î + 2ajaa;iXa + a;*) "~" W * 

oc 
Les valeurs du rapport — qui rendent minimiim cette expression seront 

données par les formules 

iMa;^ + Na^a = p g (a:^ H- a, jiCa) , 
Nx, + Pa;, = e8(a,sa;i + a;,), 
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p étant un facteur constant qui doit être choisi de telle sorte que les deux 
équations (90) se réduisent à une seule. On aura donc 



M-gp N-a^jgp 
N-aiagp P-gp 



= 0. 



D'ailleurs les équations (100) respectivement multipliées par x^ et x^ et 
ajoutées ensemble donneront 

Donc les maxima et minima cherchés de l'expression - seront les racines 
de Téquation en p. 

^ Vn. GINÉHATIQUE. 



70. Nous appellerons mouvement d'un corps dans l'espace l'opération 
qui consiste à opérer sur les coordonnées arj, ..,, a;^ de chacun de ses points 
la substitution 



(101) 



2= 



^1 ^11^1 H- • • • 4- «in^n + *i 



^n ^M^n + . . . + (^nw^n "+" *n 



«11' ••> ^nn étant les coefficients d'une substitution orthogonale ayant pour 
déterminant + 1. 
Si la substitution se réduit à 



(102) 



^1 ^1 + *i 



^n ^n "H *n 



elle représentera une translation. 

Si elle laisse immobile un point, elle représentera une rotation autour de 
ce point; si elle laisse immobiles tous les points d'un A:-plan, ce sera une 
rotation autour de ce k-plan. 

71 . Il est clair que le mouvement général représenté par les équations (101 ) 
se décompose en deux autres : 1<* Une rotation autour de V origine 



(103) 



^n ^«1^1 -h ••• + ^nA 



2° La translation (102). 

Il est clair que cette translation peut elle-même se décomposer en une infi- 
nité de translations successives i ffiniment petites opérées suivant la même 
direction. 
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Nous allons montrer d'autre part que la rotation (105) se décompose elle- 
même en une infinité de rotations infiniment petites. 

72. La chose est évidente s'il s*agit d une rotation autour d'un des bi- 
plans coordonnés, tel que Xi^O, Xi=0; car deux mouvements de cette 
espèce, 



(10-i) 



et 



(104) 



Xi Xi cos cL-hx^ sin a 
x^ — ^1 sin a + ojj cos a 



iCi a^i cos P 4-^8 sin p 
Xj — iCiSinP-i-aîaCOsP 



étant opérés successivement, donnent pour mouvement résultant le sui- 
vant 

Xi Xi cos (a -h 3) -h ^2 sin (a + P) 

x^ — a;isin(*-fP) + a;aCOs(a+p) 

^5 ^5 



Soit donc m un entier très-grand. Le mouvement (104) s'obtiendra en 
répétant m fois le mouvement très-petit 



x^ 



% 



Xi cos - 



x^ sm 



a a 

— x, sm — h X* cos — 



73. Nous allons maintenant montrer : i^ que toute rotation autour d'un 
P'plan^ tel que Xi=z,..=x^ = (et, par suite, en faisant |5=w, toute rota- 
tion autour de l'origine), résulte delà combinaison de rotations autour des 
biplans coordonnés ; 2° que parmi les rotations autour de ce p-plan, il en est 
une qui remplace x^ par anXi-[-.,.-\-ai^x^, quels que soient «u, ...ja^p, 
pourvu qu'ils satisfassent à Vunique condition 

Cela est évident pour les rotations autour d'un biplan. 

Supposons que ce soit prouvé pour les rotations autour d'un p-plan ; 
nous allons voir que ce sera encore vrai pour les rotations autour d'un 
p-Hl-plan. 
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On aura par hypothèse une substitution orthogonale de la forme 



5 = 



^ç -H 1 ^p -H 1 



dérivée des substitutions analogues à (104), a^, ...,api étant assujettis à 
cette seule condition 

Combinant cette substitution avec la suivante 



T= 



Xi Xicoso.4-a;p + isina 

^p + 1 — iCp + 1 sin a -f- aîp -H 1 cos a 



on aura comme résultante une substitution autour du p 4-1 -plan 5:^=:... 
= a?p+ 1 = 0, laquelle remplacera x^ par a^^ cos a o^^^- . . . -f-aj^ cos « a:^ 
4-sina:rp+i, expression dont les coefficients seront évidemment assujettis 
à la seule condition 

(aj j cos a)* + . . . + (flip cos a)* + sin*a = cos*a + sin*a = 1 . 

Soit maintenant U une rotation quelconque effectuée autour du/j-hl- 
plan a;i=. ..=a:ç^_i=0;fciia:i 4-. ..&4,p_Hi.rç + irexpression par laquelle elle 
remplace x^; on pourra choisir S etT de telle sorte qu'on ait anCosa=fei^, 
,.., a^ç cosa=ftiç, sina=ft4,p+i; cela fait, on aura U=STV, V étant une 
nouvelle substitution qui n'altérera plus x^. Donc V sera une rotation autour 
du jD-plan x^= ,.,=x^^i=0 et pourra s'obtenir, par hypothèse, en combi- 
nant ensemble des rotations autour des biplans coordonnés. 

74. On obtient aisément la forme générale des substitutions linéaires 
orthogonales infiniment voisines de l'unité. Posons en effet dans les équa- 
tions de l'orthogonalité 

(105) fl?ç-l-... + fli?e = i, 

(106) aipaia+...H-a„^a^=0, 

6„ et Spv étant des quantités très-petifes, dont on puisse négliger les pro- 
duits et les carrés. Les équations (105) et (106) donneront 6çp=:0,ep<,-i-s<,p=0, 
ce qui donnera pour l'expression générale des rotations infiniment petites 
la suivante 



(107) 



S = 



X^ x^ -|- ^lyT^ -h .. 
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En particulier, une rotation infiniment petite autour du biplan (xi,x^) sera 
de la forme 

X^ — ^Xj^ -f- X^ 



75. Pour pénétrer plus avant dans la nature des mouvements que Ton 
peut exécuter dans l'espace, il importe de simplifier leur expression par 
un changement de coordonnées convenable. Mais avant de traiter cette 
question, il convient de dire quelques mots des substitutions linéaires géné- 
rales, dont les substitutions orthogonales que nous considérons ici ne sont 
qu'un cas particulier. 

Soit 



8=: 



XJ^ ttfi^X^ -f- • . . 4- dnnp^n 



une substitution linéaire. Elle multipliera la fonction linéaire 

y=zCiXi-h ... i-c^Xn 

par un facteur constant s, si Ton a les équations 

••••••••• • •» 

««1^1 4- ... + ûn»C„ = «C„. 



(108) 



Pour pouvoir satisfaire à ces équations sans annuler à la fois Ci,...,c„, il 
faudra que Ton ait 



(109) 



a,i— «... a« 



..a„„ —s 



= 0. 



Cette équation donnera, pour s, n valeurs généralement distinctes 5j,...,s^ 
(nous laissons de côté le cas des racines égales, qui sort de notre sujet 
actuel ; il peut d'ailleurs se traiter par des procédés semblables à ceux que 
nous avons exposés tout au long dans notre Traité des substitutions y liv. 11, 
chap. II, pour une question analogue). Ces valeurs étant substituées suc- 
cessivement dans les équations (108), elles détermineront les rapports des 
quantités c^,..., c„. On obtiendra donc n fonctions 

2/i =«11^1 -H ... H- CinXn, ..., yf^=: C^Xi H- ... + C„A» 
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que S multiplie respectivement par Si,...,5„. En les prenant pour variables 
indépendantes à la place de a:^,...,^^, on donnera à S là forme canonique 



(110) 



2/1 «i2/i 



On voit par ce qui précède que cette forme canonique est unique. Pour 
que deux substitutions S et S' soient transformables Tune dans Tautre par 
une substitution linéaire, il sera évidemment nécessaire et suffisant qu'elles 
aient la môme forme canonique. Donc, Téquation en s qui détermine les 
coefficients de la forme canonique doit être la même pour S que pour S'. 
Les n coefficients de cette équation seront autant HinvariantSy dont les 
valeurs caractériseront ce qui, dans la substitution considérée, est perma- 
nent et indépendant du choix des indices. 

76. Les invariants de la substitution S satisfont à des équations différen- 
tielles partielles, qu'il est aisé d'établir. 

Soit y(aii,..., a„J un de ces invariants; si S, transformé par une substi- 
tution linéaire quelconque T, prend la forme 



S = 



^1 <^i^ii + • 






on aura la condition 

(ill) 



9(a'u, •.•,a'n«)=9(ain.--,aj. 



Supposons que T soit une substitution infiniment voisine de l'unité et de 
la forme 



(112) 






.,x i 0^1, ...,a; __i 






w;„ 



">'^n 



e étant très-pelit ; il viendra 



ajiq — dpi 

apy 



si P^P»Î<^» 



:ap<T — eflpç si p^p, 



>.n 



a^q = a^q -h m<Tq SI q-^(^. 

Substituant ces valeurs dans l'équation (111) et négligeant le carré de 
e, il viendra 



-S 

p 



^JL a -hV 



aaq -+- -i (flaer — «pp) = 0, 
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expression qui prendra la forme plus simple 

en supprimant les reslrictionsp^|0, q^<T, 

En faisant varier /> et <r, on obtiendra une suite d'équations analogues, 
qui suffiront à exprimer que ^ est invariable par les substitutions linéaires 
de déterminant 1 ; car on sait que toute substitution de cette sorte s'obtient 
en combinant des substitutions analogues à (112). 

77. Pour que y soit invariable par toute transformation linéaire, il 
faudra de plus qu'il ne change pas, lorsque la transformante sera de la 
forme 

x^ (1 -H ^)x^ 

Mais on aura alors 

«pg = «P« si />^p,g^pou sip = g = p, 

a;p = (l=e)aç^, 
, _ 1 

et l'équation (111) donnera l'équation différentielle 

da^p ^ dap^' 

78. Si l'on veut que la substitution U, qui transforme S en S', soit 

non-seulement linéaire, mais orthogonale, on aura — ^— ^ — - nouvelles 

équations de condition, exprimant que les carrés des cosinus des angles mu- 
iuels des plans 

sont egatix à ceux des plans 

y; = 0, ...,i/i = 0, 

auxquels U faut rapporter S' pour la ramener à sa forme canonique. 

En effet, s'il existe des variables x\,..,,afn liées orthogonalement à 
^iv>^»7 et telles que S', rapporté à ces nouvelles variables, ait la même 
forme que S rapporté à a:^,..., :r„; S', rapporté aux variables 

y'i — Ciia;; 4- ••• 4- Cj^ai, ..., y'n—Cnitxf^ 4- ••• -H c„„a;n, 
aura la forme canonique (110). D'ailleurs le système d'axes a:^ ,..., ^J étant 
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orthogonal comme le système ^i, ..., ir„, les carrés des cosinus des angles 
mutuels des plans ^j,.-» «/«seront évidemment donnés par les mêmes for- 
mules que ceux des plans y^, .. ., y„. 

Réciproquement, si les carrés des cosinus des angles des plans y\,.,.^y'n 
sont égaux à ceux des plans yi,...,y»» il est clair que ceux de a;^,..., x'„ sont 
égaux à ceux de ar^,..., Xf^. lisseront donc nuls, et les axes ^i,..., xi rectan- 
gulaires ; et la substitution 

I X^f . . . , Xj^ X\f ...f Xn I , 

par laquelle on passe de S' à S, sera orthogonale. 
Si donc on se borne à des transformations orthogonales, S aura, outre les 

n invariants précédemment trouvés, — ^— ^ — - invariants orthogonaux, don- 
nés par la formule 

Les coefficients c, qui figurent dans ces invariants, dépendent des irration- 
nelles Sr, Sp ; mais on pourra remplacer ces invariants irrationnels par les 
coefficients de l'équation qui les détermine, lesquels sont symétriques en 
»!,..., s„ e! par suite rationnels. 

79. Les invariants orthogonaux satisfont aux équations différentielles 
suivantes 

r 

On les obtiendra aisément en exprimant qu'ils ne sont pas altérés lors- 
qu'on transformera S par une rotation infiniment petite autour de l'un 
quelconque des biplans coordonnés. Mais ces équations différentielles ne 
suffiront pas pour caractériser complètement l'invariance. Car elles expri- 
ment seulement que y ne varie pas lorsqu'on transforme S par une substi- 
tution orthogonale de déterminant 1. Il faut encore exprimer que y ne 
change pas lorsqu'on transforme x par une substitution orthogonale de 
déterminant — 1 ; par exemple, lorsqu'on change le signe de l'une des 
variables. 

80. Supposons maintenant que la substitution S soit orthogonale, et 
admettons, pour fixer les idées, que l'équation caractéristique en s ait une 
racine réelle \, Le plan y^s sera réel, et l'on pourra trouver un système 
de n plans orthogonaux 2^1=0, ^^ = 0,..., a:; = dont il fasse partie. En les 
prenant pour plana coordonnés, S prendra la forme 



ai aii^i 4- a;»a;J -f . . . -h a^r^n 
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et comme elle n'a pas cessé d*être orthogonale, on aura 



d'où 






et l'équation caractéristique de S deviendra 



••-'lâ 



... a'«„--« 



= 0. 



Si . Admettons, pour fixer les idées, que le dernier déterminant que nous 
venons d'écrire, égalé à zéro, admette une racine imaginaire s^=p -{-qi; il 
admettra également sa conjuguée s^ = p — qi; et si X^^^Ï^-^-iZ^ est la 
fonction imaginaire de <,..., ^„ que S multiplie par s„ la fonction conju- 
guée X3=Zj — iZg sera évidemment multipliée par Sj. Donc S remplacera 
les fonctions réelles Zg et Zj par pZ^ — qZ^ et qZ^ -^pZ^, 

Cela posé, on peut déterminer dans le biplan Zj = Z5 = deux plans rec- 
tangulaires 2;2=).Z2+/xZ5=0, «3= VZ2-l-pZ5=0, et la substitutions 
remplacera z^, z^ par des fonctions de Zj, Z-, lesquelles pourront s'exprimer 
en fonction de z^ et z^. 

Prenons maintenant pour plans coordonnés, au lieu de ^j,..., -r^, les plans 
;Sj = 0,^3=0 et n — 3 plans rectangulaires xl=i,,,=Xn = situés dans 
len — 3-plan perpendiculaire au triplan j/i=;5j = ;S3=0. La substitution 
S prendra la forme 






«l2«2 + al^H + «IX + . . . H- al^xl 



^n Ona^a + «ns^s + «»4^I -h • • • + a'nnXn 

et comme elle est orthogonale, on aura 
On déduit des trois premières équations 



r = cosa, « = sina, ^ = -— sina, w=cosa, 
r* + <« = «* H- w« = l, 



d'où 



û« = ". = an2 = ttIs = -.- = aÎ5=0. 
Gela posé, suivant que le déterminant 
«Ia -— s • . • ûL* 



a«ii — « 
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aura une racine réelle ou un couple de racines imaginaires, on appliquera 
de nouveau à S un des deux modes de réduction ci-dessus. Poursuivant 
ainsi, on arrivera finalement à mettre S sous une forme telle que la sui- 
vante, où nous changeons pour plus de commodité, Tordre et la désignation 
des variables 



S= 



Vi^y^ 



j/j cos ai 4- Hi sin aj , — y, sin aj -|- y^ ces «i 



2/2p-i.ys? 2/8?-iCOsap 4-y8eSmap,— yjp-ismap-f ^jpcosap 
2/2? H-i,..., î/ae + ff — !/sç-»-l> •••» ~ ^ap-H» 

t/2p-f-<r-j-l,2/tt t/îp + ff + l, ...,y» 

Le déterminant de la substitution ci-dessus est évidemment égal à 
{ — 1)'; et comme il est égal à i , par hypothèse, o- sera un nombre pair 2o-' 

82. Cela posé, admettons d'abord que n soit un nombre pair 2p ; T=2,a. 
Si Ton a o-^O, t = 0, S sera de la forme 



(113) S = 



Vi '2/2 yi cos «1 -h 1/2 sin «, , — «/i sin a, + y^ ces a, 

^si^-nî/îl* ysH^-iCOSaix-h^af^sinaj,, — y2;._iSinap,-|-yjp,C0Sa,, 



laquelle forme générale contient comme cas particulier celui où Ton au- 
rait <7 = 2œ', t = 2t'. 11 suffirait en effet, pour obtenir la substitution rela- 
tive à ce cas, de poser dans l'expression précédente 



(lU) 



aiA.cr'— V = ••'• = ^^L — tf = W, *!* — T'+i ••• — *}* — 0. 



Si n est un nombre impair 2/x-|-l,T = 2fA-|-l — 2p — 2o-' sera impair, 
et Ton aura, en supposant <7=0,T=:i, 



(115) S= 



yi^y* 



yi cos «j 4- 2/2 sin «j, — î/j sin a^ -h t/j cos aj 



y^i^ -if 2/21* 2/21*- 1 cos a,j,+ y^^ sin aj,,— t/ajx- 1 Sin a,;, -f- 2/2J* COS a,, 

2/2l*-Hl 2/2H-+1 

Et la formule relative au cas où Ton aurait o- = 2<t',t = 2t -hl s'ob- 
tiendra encore comme cas particulier de la précédente, en y faisant les 
suppositions (114). 

83. Les expressions canoniques (113) et (115), auxquelles a été ramenée 
la substitution S, donnent immédiatement les théorèmes suivants : 

Théorème I. -^ Dans V espace à 2^ dimensions, toute rotation autour d'un 
point est la résultante de ^i rotations effectuées autour de /x biplans rectangu- 
laires ^4 = ^Tg = 0, . . . . , ^sjji _ 1 = Xi^ = passant par ce point. 

Théorème II. — Dans V espace à 2u-hl dimensions, toute rotation autour 
d'un point est une rotation autour dune droite x^=^ ,..=Xi^^:=0 passant 
par ce point, et sera la résultante de p rotations effectuées autour de ^ biplans 
rectangulaires x^ = x^ = 0,.,.,Xi^^^^ = Xn,^=:0 passant par cette droite. 
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Les a biplans ainsi définis seront dits les hipldins principaux de la siibsli- 
tution considérée. On peut d'ailleurs évidemment, sans altérer la forme 
canonique de S, choisir à volonté dans chacun de ces biplans les deux plans 
rectangulaires que Ton prendra pour plans coordonnés. 

84. Le théorème que, dans l'espace à 5/x-i- 1 dimensions, toute rotation 
autour d'un point s'opère autour d'une droite a été déjà donné par 
M. Schlàfli {Journal de Crelle, t. 65). L'auteur signale également Texistence 
de ^ invariants dans la substitution orthogonale. Mais il ne nous parait pas 
avoir établi que ces invariants sont les seuls ; et il ne donne pas ia 
réduction de la substitution à sa forme canonique, laquelle nous semble 
indispensable pour se rendre un compte bien net de la nature de ces inva- 
riants. 

85. Il est ù'isèd^ exprimer les cosinus des angles a^, ...,ajx en fonction des 
invariants de la substitution S. 

En effet, supposons d'abord qu'il s'agisse d'un espace à 2y. dimensions. 
L'équation caractéristique (109) deviendra, en y supposant S ramenée à ia 

forme canonique (115), 

« 

cos oLi — 5 sin a, . . 

— sin aj cos «1 — « . . 

cosag — s sinag . . 

— sin ag cos «3 — s . . 

... .. 



= 



=: (s* — 2s cos a, + 1) ... (5* — 2s cos a„ -f- 1 ). 

Comparant cette forme réduite à la forme générale 



= 



a^^ —s ... «4, 



««1 ••• ««»— « 



:/•(«) = «2i^+ Ajsajx- 1 -I- ... -f- Aaj., 



et posant, pour abréger, 

B4 = 5Î cos ar, Bg = V cos Or cos V, . . ., 



il vient 



(116) 



Ai=-2Bj, 

Ag = 4B2 + n, 

As = -8B3-2{n-l)B4, 



A.= 2 (" 2)--^ (n^m.-2p)^..^.(n^m^p + l) ^^_^^^ 
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tion s'étendant depuis p=0 jusqu'à /)= -^ ou — ^ — suivant que 



ou impair. 

ersant les relations (116), on obtiendra Bj,..., Bj, en fonction des 

Al V.» Ajpi. D'ailleurs Bp...,B,,sont les coefficients d'une équation 

*, dont cos «1, ..., cos a^ sont les racines. 

it d'un espace à2/ji + l dimensions, S aura la forme canonique 

a pour équation caractéristique 

— 2«cosaj + 1) ... («* — 2scosaj,x + l)(i— «) 

= (««I* -f- Aj«V-i H- ... -4- Aj,.) (1 — «), 

ienls A^,..., Ajjx étant définis par les relations (H6). 
3arant cette équation à Téquation générale 



=/(«)=-«V + i + C4«»i*4-,.. -f.C,H.+„ 



«m ••• flnn — « 

S invariants C^,..., C„a+i exprimés par les relations 



Ci = l— Aj, ...,C„ = A„ — A, 



m— !• 



i encore, les invariants s'exprimeront en fonction de B^,..., Bj,, et 
jment. 

li précède, on déduit cette conséquence remarquable : 
ORÈME III. — Si deux substitutions orthogonales S, S' sont trans- 
Vune dans Vautre par une substitution linéaire^ on pourra tou- 
rr cette transformation par une substitution orthogonale. . 
» si S' est transformable en S, elle aura les mêmes invariants que 
s quantités cos a^, ..., cos a,* seront égales aux quantités analogues 
cosa'n que contient la forme canonique de S'. Donc S et S' auront 
me canonique, au signe près des sinus des angles ai,...,a„, 
Mais on peut changer à volonté le signe de sina^, par exemple, 
t de changer le signe d'une des deux coordonnées ar^, x^ ; change- 
'este sans influence sur l'orthogonalité des axes coordonnés. Donc 
même forme canonique, et l'on passera de l'une à l'autre par la 
n orthogonale qui sert à passer des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées af^y ...,a?; également rectangulaires, pour les 
est réduite à sa forme canonique. 

substitutions S, S' seront dites semblables ou inversement sem" 
ivant que la substitution orthogonale qui permet de transformer 
l'autre a pour déterminant +1 ou ^ — 1 * 
itéressant de déterminer à quel caractère on pourra distinguer 
[lutre ces deux sortes de similitude. 
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/•(-!)= 



On + 1 ... ai,î|x 



- iG5 - 
Supposons d'abord n = 2fA, et considérons les deux expressions 
Ou — 1 ... ai,j^ 

«811,1 . . . flâ!*,*!* — "^ 

qui toutes deux sont des invarianls. Leur produit, effectué suivant la règle 
connue delà multiplication des déterminants, et simplifié à Taide des équa- 
tions qui définissent Forthogonalité, se réduira à 

«21— «12 «31 — «15 

— «21 + «,2 

— ÛSI + «13 



Ce déterminant, gauche, symélrique, et de degré pair est un carré parfait, 
que nous pourrons désigner par R*. Gomme c'est d'ailleurs un invariant, la 
quantité R ne pourra que changer de signe lorsqu'on transformera S par 
une substitution orthogonale quelconque. 

Or, si la substitution orthogonale qui change S en S' a son déterminant 
égal à -h 1, elle résultera de la combinaison successive de substitutions 
infiniment petites. Transformant successivement S par ces substitutions 
composantes, on ne pourra altérer à chaque fois R que d'une quantité infi- 
niment petite; et comme R doit rester invariable, ou changer de signe, il 
restera invariable. On aura donc R=: R',R' étant la fonction analogue à R 
formée avec les coefficients de S'. 

Réciproquement^ si R=:R', /a substitution qui sert à passer de S à S' aura 
pour déterminant -f-1. En effet, soit S" ce que devient S en y changeant le 
signe de l'une des variables ; la fonction R sera changée en R" = — R ; et 
les substitutions orthogonales par lesquelles on passe de S à S" ou de S" à 
S' auront pour déterminant — 1. La substitution résultante, qui sert à 
passer de S à S', aura donc le déterminant + 1. 

Soit maintenant n = 2^, +1 . L'équation f(s) = aura une racine égale à 
1 ; et l'on pouiTa trouver une fonction des variables que S n'altère pas. Ses 
coefficients seront des fonctions rationnelles de a^, ..., a„^, et l'on pourra, 
par un changement d'indices indépendants qui n'introduit aucune irra- 
tionnelle, mettre S sous la forme 

x[ h^^of^ -I- . . . + &i,2t*a;^i* 






afi,x^ 1 



4- ^3!*,2;i.<:x 



et la quantité 31, formée avec è^j, ..., b^^t^.j, comme R l'était tout à l'heure 
avec a^y ..., aj;x,2i*» indiquera par soii signe celui du déterminant de la sub- 
stitution qui transforme S' en S. 
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rs(juo la substitution S est mise sons sa forme canonique, on trouve 
idiatement 

R^= sinaj ...sinapt . 

La détermination des invariants B^..., B^ s'obtient d'une manière 
îlôgante lorsque la rotation S est infiniment petite, 
is avons vu que S sera de la forme (107) et l'équation en s sera 



m= 



i—s 



*12 ^15 

£., 1— S 



=^0, 



a condition Esc + £7^ = 0. 

te équation, développée suivant les puissances de 1 



-s=:t, sera delà 



) 



t» + M""*4- ... + M"" ^ + .-. ■= 0, 



ignant la somme des mineurs dérivés du déterminant 



Hz 



... 



upprimantn — /> colonnes choisies à volonté, et les lignes de même 
Chacun de ces mineurs étant un déterminant gauche sera nul si p est 
1% un carré si p est pair, 
jtre part, S étant supposé réduit à sa forme canonique, on aura, si 

/'(«)=:(«8--2sC0Sa4 -f-1) ... («* — 2s COSa,x + 1) . 

expression, égalée à 0, donnera pour s les racines 

cosaj±:esina,, ..., cos(/.^±is'm(i^,,y 

îlles se réduiront sensiblement, a^, ..., a,* étant très-petits, à 

ldrêaj,...,l±:ia^. 

juation (117) en t aura donc pour racines db^a^, ..., db za^,et, en pre- 
— i' pour inconnue, l'équation aura pour racines «J, ..., aj. 
i-— 2 pi + 1, on aura 

/•(s)=:(s« — 2sC0Sa,+l) ... («2 — 2sC0Sa,,+ 1)(1 —s). 

ation en t aura une racine nulle, que l'on supprimera ; prenant 
[e — i^ pour inconnue, on aura ici encore une équation du degré p, 
iiinant a .., a.;. 
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89. Cherchons maintenanl à simplifier Texpression d'un mouvement 
quelconque, défini par la substitution (101). On prendra d'abord pour axes 
coordonnés ceux qui réduisent à sa forme canonique la substitution sans 
termes constants 

x, onXi -f ... + «1 A 

11 est clair que la substitution 2 rapportée à ces nouveaux axes sera de la 
forme 



Vi^Vi 



yiCOScL^ -f-î/âSin«i-f-^i, — yiSinai + î^jC0saj4-^4 



ViiL-ify^v- yiv.-i C0Sap,-|-ya|AC0Sa:x+52j^_i, — î/2j,_iSiliaî,-hi/i:xCOSa^-|-^2^ 

si n = 2/x, et de la forme 
^11 Vi Vi ces «1 + yg sin «1 + ^1,-^1 sin a^ + y^ cos a^ 4-^2 

2/2|*- 1» yv ^îjit-i ces ajxH-^î^sin a^4- ^a-^ - 1, — 2/8j»-iSinaj^4- î/s^cos a|*+^2;x 
2/8^-+-! î^2^-+-iH-^v+^ 

si w = 2p-i-i. 

Mais on pourra simplifier encore cette expression par un nouveau chan- 
gement d'axes. En effet, supposons pour fixer les idées que a^, ..., ocp ne 
soient pas nuls, mais que ap^.l, ..., «j^le soient. 

Posons 2i= yi-\-d^, ^s=î/8 + ^s ; 2 remplacera îs^^j par 



en posant 



z^C0Sa.^-{-ZiSmcLl-\^■h^, — z^sïïi<x.^ -h Zg, COS 01. ^ -\- h^. 



^j=r^i + rfj(l — cosaj) — dgSinaj, 
h^= ^, -4- dj sin a, + ds(l — cos otj). 



et Ton pourra déterminer d^, d^ de telle sorte que hi et h^ s'annulent, le 
déterminant 

I i — cosa. — sina. I ^ ^ 
I sin a^ 1 — cos a^ | 

étant différent de zéro. 
On fera disparaître de même par un changement d'origine les constantes 

D'autre part, 2 remplace les variables ^/,p^.l, ...,î/„ par 1/2/5+1+^2/9 + 1, ..., 
y^-h^n î <^U® n'altérera donc pas la fonction 

j v = x,p+iy2p^i4- ... +x^„, 
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condition. 

ndition détermine une seule des quantités l en fonction des autres, 
t arbitraires. Les fonctions de la forme Y que i n'altère pas, 
zéro, détermineront donc un n — 2p — i-planP„_^_i, dans 
pourra trouver n — 2p — 1 plans rectangulaires 2^h.i,.-,2»-i, 
plan y^^i^,.. = y^ = résultera d'ailleurs de Tintersectioa 
1 avec un dernier plan 2„ perpendiculaire aux précédents. Pre- 
lans pour plaçs coordonnés, au lieu dey^p^i,..,, y^j 2 prendra 

jj 2j cos ct^ -\- 2g sin aj , — 2j sin a, -f- z^ cos a, 

-i»2ip Zjp-jCosap + Zjçsinap, — 2jp-.jSinap4-«gpCosag 

-HIV» ^n — l ^âP-HH'»'» 2« — 1 

mouvement cherché résultera de la combinaison d'un mouve- 
otation autour d'un 2/)-plan, joint à un mouvement de translation 
m axe perpendiculaire. Un semblable mouvement peut s'appeler 

rs, si Ton a /> = 0, le mouvement se réduit à une translation ; si 
ou n — 2p>>0, mais ^==0, il se réduit à une rotation. On a 
léoréme : 
ouvement est une rotationy ou une translation^ ou un mouvement 

lis l'espace à Six -f- 1 dimensions, le mouvement hélicoïdal est la . 
les autres sont des cas particuliers ; car w — 2/) n'est pas nul et ^ 

général de zéro, 
traire, dans l'espace à 2|x dimensions, on a en général a^, ...,«1* 

de zéro, et l'oTi aura par suite n — 2fî = 0, sauf les cas parti- 

ici enfin deux derniers théorèmes, qui sont la généralisation de 
ont servi de point de départ à M. Chasles dans ses belles recherches 
placement des solides. 

ons a^, ..., a/9, 5 infiniment petits, et négligeons les carrés de ces 
. 11 viendra, pour la représentation canonique d'un mouvement 
it petit 



2« 2„ -f ^ 
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et soient AÇ^, ..., AÇ» les accroissements des coordonnées du point Çp ...,ç„- 
Le plan mené par ce point normalement au déplacement aura pour équation 

= («I — ^i) «1^2 - («2 - Q «1^1 4- ... 4- (^J^?- 1 — 2:^^ - t) «1^2? 

— (2ie — ^2?) «1^29-1 + K — Q ^ 

= «4 («A -28^1) + ... + (Xp Ke-^p — %^2e-i) + ^ K — g. 

Cette équation étant symétrique par rapport à Çj, ..., Ç^ et ;2;p ..., a?„, on a 
le théorème de réciprocité suivant : 

Théorème. — Si lé plan normal au déplacement du point Ç, , . . . , Ç„ passe par 
le point ;Si, ..., ^„, le plan normal du déplacement de «^ ..., ZJ^ passera par 

^1» .••♦ ^n* 

92. Si ce point Çj, ..., Ç» se meut dans un &-plan | 
(120) A, = ... = A* = 0, 

les plans normaux aux déplacements se couperont suivant un n — i!: + l- 
plan conjugué au k-plan, lequel s'obtiendra en éliminant k des quantités 
^4, ..., 'Cj^ de Téquation du plan normal à l'aide des équatious (120), et éga- 
lant à zéro les coefficients des quantités restantes. 
Nous supposerons, dans ce qui* va suivre, quon a k<$^n — ft-f-lj 

d'oùfc<!?-|-!., 2ifc — l<n. 

95. Théorème. — Si les deux multiplans conjugués P», P„«jk + ine sont 
pas contenus dans un même plan, le mouvement considéré S pourra se décom- 
poser en deuxWotations autour de ces multiplans. 

En effet, soitp' un point de Pa^t + i situé en dehors de P*. Par ce point 
et par Pjfc on pourra faire passer un k — l-planPjfc_i. Soit;)" un point de 
Pn-t4.i non contenu dans Pjk-i ; par />" et Pit-i, on fera passer un A; — 2- 
plan P*_8, etc. On arrivera enfin à un plan P^ passant par P» et par A; — 1 
points convenablement choisis dans P„_jk + i. 

Cela posé, nous prendrons pour plan des x^^ le plan P^ ; pour plan des x^, 
un plan mené par Pg perpendiculairement à P| ; ... ; pour plan des a?jk, un 
plan mené par Pj perpendiculairement à Pjk_i; enfin, si 2A; — 1 <n, 
n — 2A:H-1 plans rectangulaires et perpendiculaires à Pu-i> 

a;ijk = 0, ...,a;„ = 0. 

Soient respectivement 

les coordonnées dep', i.., p**""^^ Les points p',p", ...* j»^*-*^ étant respecti- 
vement dans les multiplans P^ ...» Pk. i» on aura 



Digitized by 



Google 



tl) 



— 168 — 

irs p' n'est pas dans P,, p" n'est pas dans P3, etc. ; donc on aura 

Cela posé, soit 2;^, ..., r;^ un point quelconque de Pn-jk + i; Aî;^, ..., AC,^ 
ingemenls de ces coordonnées par suite du mouvement considéré. Le 
)nnal au déplacement sera 



2) 



K-^i)ACi + ... + K~gAj:„=o. 



pothèse, il doit passer par le multiplan P*. Donc l'équation (122) 
re satisfaile identiquement en y posant ^1 = ... =.^^=3 0, ce qui 
les conditions 



13) 

!4) 









d'ailleurs z^j "-y^n "'^ autre point de ?n-k + i', la distance de ce 
u précédent ne doit pas être altérée; donc on aura 

tenant compte des relations (125) et (124) et des relations analogues 

es à ^4, ..., 2„, 



i5). 



2iA?:j +^iASi + ... +2 aï; + LSz =(}, 



nation (125), appliquée au point p*-' dont toutes les coordonnées 
nUes sauf la dernière, se réduira à 



r(*-i),y(*-l)_- 



q*"'\î;r" '=o« d'oùAî;^; 



{*-i). 



:0. 



Soient maintenant s^, ..., Sit des quantités très-petites ; considérons la 
ution 

1 Xj -h U^k 



T = 



-s^k 



Xk — iiXi — î^^ — ... -h a;» 

Xk-i-l Xk^i 



le est une rotation autour de P». Pour que S se décompose en deux 
►ns autour de P* et autour de P»-»^!, il est évidemment nécessaire 
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et suffisant qu'il en soit de même de ST = S'. D'ailleurs S' fera subir aux 
coordonnées du point J;i, ..., K^ les variations suivantes 

(126) A'î:, = ACj + e^^^, A'^8 = Aî;, 4- s.^,..., 

(127) A'2:^ = Aî;^-e^~E^-..., 

(128) ^%^_^^=^M:^^^,.,.,^%=^Kn, 

et, d'après ces formules, il est clair que si les A satisfont comme on l'a sup- 
posé aux relations (125), (124) et (125), les A' satisferont aux relations 
toutes semblables 

(129) ^%^^^ = ..,=^%^=:0. 

(130) j:jA'2;i-i-...+CfcA'î;^=0, 

(131) z,\Xi + ^1 ^% + ... + Zj^\\ 4- Ji^fcA'z^ =0. 

Si maintenant on détermine ces arbitraires s par les relations 



aï;! 



.(*-!) 



4-e4*-^>z=0,...,A^f-Ve,_,4*-^^ = 0, 



ce qui ne peut souffrir de difficulté, Ç**" *^ n'étant pas nul, on aura 

(152) <-^^=:.,.=.A'4*j/>.= 0. 

On a d'ailleurs, Çf-^^ ..., K^ll' étant nuls, 



(153) 



< 



•(»-i). 



:A4*-^> = 0. 



Donc la substitution T ne déplacera plus le point jj^* -^K 
96. Remplaçons maintenant, dans les équations (130) et (131), K^, ..., i;* 
par les valeurs particulières Ci* ~*^,...,Çf~*^et3îi,...,2tparÇ[*~*^...,Çjt*"*^ 
Elles se réduiront, en tenant compte des relations (121) et (153), à 

^/-^>a'î:<*-*)=o, 

d'où l'on déduit, Çj^*" '> et çf r^ n'étant pas nuls, 
Cela posé, considérons les substitutions 



T' = 



Xk Xk 
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e rotation autour de P^ ; S' sera décomposable en deux rota* 

ï P* etP„_t + „ si S'r=:S" resf. 

is que S" fait subir aux coordonnées de î^^, ...,Ç^ seront repré- 

formules 

1« que les A" satisferont aux relations (129), (150), (131); 



'1 



= .., = ^%f-'^ = 0, ^..^^-2)^A«|;(*-^*)^0; 



\ déterminer les e' de telle sorte que les autres coordonnées 

bissent plus aucun changement. 

insi, on arrivera à une dernière substitution 

2=STT'..., 

lace plus aucun des points p', ...,p^*~*). 
ubstitution 2 se réduit à une rotation autour de P;, _ * + 1. Pour 
suffit de montrer qu'elle Jaisse invariables les coordonnées 
conque ^j, . . . , C„ de ce multiplan. Or les variations A^^, . . . , AC„ 
ir à ces coordonnées satisfont aux équations (129), (130) et 
.1, .,., J;^ ne sont pas altérés par 2. Quant aux autres coor- 
ra les équations suivantes, déduites de (131) en y rempla- 
ment 2^, ..., 2„ par les coordonnées des points ji>',...,p(*"' *^ 
ce pas), et en tenant compte des équations (121), 



Ton déduit successivement 

Aî;j = 0,...,A^a = 0. 

ubstituées dans Téquation 



^iAî:,=o. 
t pas nul, on aura à^^ = et notre proposition sera dé- 
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Supposons, au contraire, que Kt soit nul. Par hypothèse, ¥n^k-hi contient 
un point z^y,,.yZJ^ qui n*est pas contenu dans le plan x^ =0. Donc z^^ ne sera 
pas nul : d'ailleurs on aura, par ce qui précède, A^^ = ... = A;5„= 0. Donc 
Téquation (125) , appliquée aux deux points îl^ . . . , ^„ et a:^, . . . , ;s„, se réduira à 

2lAÇi=0, d'où AÇ^zzzO, 

ce qui complète la démonstration. 

98. Comme application particulière, proposons-nous de résoudre le pro- 
blème de la composition des rotations autour d*un [point dans l'espace à 
quatre dimensions. 

Si l'on pose n=z 4, la formule (97) qui représente une rotation infiniment 
petite R autour de l'origine contiendra six paramètres variables s^j, g^g, s^^, 
hs» ^34» «34' C®1^ devait être; car une semblable rotation dépend de six élé- 
ments : l^ quatre angles, définissant la situation de ses biplans principaux ; 
2° les amplitudes a, p des rotations partielles autour de ces biplans. 

Cherchons à mettre la substitution sous une forme où ces deux sortes 
d'éléments soient immédiatement en évidence. 

Soient x=0^y =0, z = 0, u = les plans coordonnés, et supposons 
que l'un B des biplans principaux de R fasse les angles ^ ei^ avec le biplan 
A formé des deux plans x=zO, y = 0. On pourra, comme nous l'avons 
montré (IV), remplacer x, y, z, u par de nouvelles coordonnées rectan- 
gulaires 

a;'=a;cosX -r^sinX, y' = — a; sin X + y cos X, 
2'= 2C0Sp 4-y sinp, m'= — 2sinp + Mcosp, 

telles que les biplans A et B soient respectivement représentés par les 
équations > 

et 

X = a/cos9 4-2'sin<p = 0, Y=i/'cosil; -hM'sinil; = 0. 

Le second biplan principal de R, étant perpendiculaire à B, sera l'intersec- 
tion des deux plans 

Z = —a/ sin 9 H- a'cos«p = 0, U =•— y' sin i|* -f-w' cos «J* = 0. 

Cela posé, prenons X, Y, Z, U pour plans coordonnés ; la rotation R 
prendra sa forme canonique 

I Z,U Z4-PU, — PZ^-U 
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La même subslitution, rapportée aux coordomiées z', y\ z\u\ prendra 
la forme 

xf x' 4- oy' 4- hu' 

]f — hx' + 2/' + c%' 

z' — cy' -\- z' + du' 

u' — hx! — d^ + W 



en posant pour abréger 
(134) 



a = acos<pcos<^ -f-P sin^sin^j;, 
t == — a coscp sin 4* H- p sin <p ces <^, 
c = asin9Cost)/ — pcoscpsin'];, 
d = a sin cp sin «|/ + p CCS <p ces 4» . 



Enfin celle même subslitution, rapportée aux coordonnées primitives 
X, y, s, w, sera de la forme 

X x -\- ay -h ez -^ fu 
y — ax ■+■ y -^ gz -^ hu 
z —ex — gy -{- z -\- du 
u — fx — hy — dz -^ u 



e, f, g, h étant déterminés par les relations 

(135) 



e = — & sin p ces x -r c ces p sin X, 
f = t cos ces X -- c sin p sin X, 
g z= — b sinX sin p -h c ces X cosp, 
h =^ t sin X CCS p + c cos X sin o 



99. Posons maintenant 

a+p=2.aD, a — p = 2gî, 

X-f-p = {i., X— p=:v. 

Les formules (154) et (135) deviendront 

o = Jt cos m -I- S cos n, 
b = J\o sin m — S sin n, 
c= Jb sin m -f S sin n, 
d=Jl9 sinm — ^ cosn, 
— « = Jb sin m sin |x + S sin n sin v, 
f= J\o sin m cos fx — îB sin n cos v, 
gf = Jk sin m cos |x — iB sinncosv, 
/i = Jb sin m sin (A -— ^sinnsinv. 
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100. Considérons maintenant diverses rotations R^, R^, ..., R^; et soient 
J\D.6i^ymu rti.au n^at, ...,/?t les valeursdes paramètres »A), S, m, n, fA,v,a,..., 
h pour la substitutions R» ; jlo, S, m, w, fz, v, a, ..., ^ leurs valeurs pour la 
substitution résultante R. 

Les quantités a^, ..., h^,,,,, a*, ..., A^ étant supposées infiniment petites, 
on aura évidemment, en négligeant les termes du second ordre, 

^^r ^^r ^^r 

y — xy.er-\-y -^ ^y^gr -huy^hr 

z —X ^er — y ^gr-\-z + M 2 df 

U —xy\fr — yy\hr—zy.dr-^U 

àm^^ '^^r '■■^r 

On aura donc 

(136) ( A sinmsinf;. = ^ (^— 6)= ^2 (^' — gr ) == ^^^r sin mr sin Uft 

1 1 

Jt sinmcosu. =:-(/•+ gf)= \^{U -\- gr)=^ ^JtorSinmrCOS^r? 

s cosn=2(«"-^)== ô2("^""'^'')^S^'"^^^"''' 
s sin 71 sin v = — â(e + /i) = — ^^ (^'" +'*r)= S^^^^^^^»" 
2^ — /}= ^S^^''^'/'''^^ 2^'"^^"''''^^^'' 



(136) 



smvy, 



> sm n ces v : 



De ces formules résulte cette conséquence remarquable que les six para- 
mètres Jl), m, |[x, S, w, V se partagent en deux groupes, A), m, ^ei3!>,n, v, 
de telle sorte que les valeurs des paramètres de chaque groupe dans la 
rotation résultante dépendent exclusivement des valeurs de ces mêmes para- 
mètres dans les substitutions composantes. 

101. La loi de cette dépendance peut d'ailleurs se représenter géométri- 
quement d'une manière fort simple. Menons dans l'espace ordinaire, à partir 
de l'origine des coordonnées, une droite OA de longueur Jt, ayant l'angle 
ft pour azimuth et Tangle m pour co-latitude. Menons de même une autre 
droite OB de longueur 3î, d'azimuth v et de co-latitude n. Le système de ces 
deux droites donnera une image géométrique delà rotation R. 

Cela posé, les équations (136) expriment que la droite OA a pour pro- 
jections sur ces trois axes coordonnés la somme des projections des droites 
OAj, ..., OAjk relatives aux rotations composantes R^, ..., Rjt. De même les 
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équations (137) expriment que OB a pour projections la somme des projec- 
tions de OBj, ..., OBr. On a donc ce théorème : 

Pour obtenir chacune des deux droites représentatives de la résultante 
d'un nombre qitelconque de rotations concourantes ^ il suffira de composer, 
suivant les règles de la statique, les correspondantes qui servent à représenter 
les rotations composantes. 



Sur les polaires d'une droite relativement aux courbes et aux surfaces algé- 
briques ; par M. Laguerre. 
(Séance du 26 mai 1875) 

I 

1. Je m'appuierai, dans tout ce qui suit, sur la proposition suivante : 
Théorème I. — Étant données un nombre quelconque de courbes K, K/ K",.. . 
et un lieu G défini par la condition qu'il y existe une relation, du reste arbi- 
traire, entre les directions d'un certain nombre des tangentes que l'on peut 
mener aux courbes données par un point de ce lieu ; appelons C^ le lieu que 
Von obtient en remplaçant, dans la définition de la courbe G, la courbe K par 
les points de contact des tangentes qu'on peut lui mener par un point M du 
plan : cela posé, la droite polaire du point M, relativement à la courbe G, se 
confond avec la droite polaire du même point relativement à la courbe Cq(*). 
Démonstration. — Soient 

(1) U=(a,6,c,...) = 0, U'=:(a',6V',...) = 0,... 

les équations mixtes des courbes K, K', ..., et V (a, &,...; a', t',...) = 
l'équation cartésienne de la courbe G ; cherchons d'abord ce que devient 
cette équation quand on substitue à la courbe K les points de contact des 
tangentes menées à cette courbe par un point (x, y) du plan. Soit 
(a:=zu^-^vy -{-wz = Téquatiou d'une droite quelconque ; l'équation mixte 
de la première polaire relativement à K est (F. B. N° 3) 

(2) ttUj — uDj -H wH = 0, 

n=(a,|3,7, ...) = étant l'équation de la première polaire de la droite de 
rinfmi ; si nous éliminons X et p entre les équations (1) et (2), nous obtien- 
drons l'équation cartésienne des tangentes menées à K aux points de ren- 
contre de cette courbe avec la droite donnée; si ensuite, en faisant pour 
abréger \=z^ — x,Y=n — y, et en considérant lein comme les coordon- 
nées courantes, nous remplaçons respectivement dans l'équation ainsi 

(*) J'emploie ici les notations de mon Mémoire sur Vapplication des formes binaires à 
la géométrie [Joiirn. de Math,, 3« séries t. I); 
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obtenue m, i; et w par fA', — X' et X'Y — /X, nous aurons l'équation mixte des 
points de contact des tangentes menées du point (Xyy) à la courbe K. 
Faisant d'abord la substitution indiquée dans Téquation (2), il vient 

et c'est entre cette équation et l'équation (1) que nous devons éliminer 
X et /x ; comme nous avons à déterminer la droite polaire du point (Ç, >?) rela- 
tivement à Cq, j'observe d'abord que Ton peut négliger les puissances deX 
et de Y supérieures à la première. L'équation mixte des points de contact 
devient alors simplement, en supprimant les accents, 

(3) U(x,a) -f- n(xY — uX) n(X,«.) = 0, j 

ou encore 

(a>,c)-|- [naY, (n - 1) pY.— aX,(n-2) 7Y-2pX, ...]. 

Il résulte de là que l'équation de la courbe Co s'obtiendra (en négligeant 
toujours les puissances de X et de Y supérieures à la première) en y 
remplaçant respectivement a, &, c, ... para-4-/iaY, b-\-{n — i)^\ — aX, 
c-h(n — 2) 7 Y — 2(3X, ..., et en substituant aux lettres xety les lettres ç,>3 
dans les polynômes a',J',. ..,«",&", ..., .... 

Désignant, pour un instant, les résultats de cette substitution par 
A', B', ..., A", B", ..., ..., l'équation de la courbe C^ sera 

Vi=V(a-|-naY, ...;A^B^...;A^B^...) = 0, 
et l'équation de la droite polaire du point (x, y) relativement à Co 

'(t)-« (S) -'(*)=«• 

les lettres Ç et >î étant de nouveau remplacées par les lettres x eiy dans les 
dérivées partielles. 
On a évidemment 

fdV,\__ d\ ^^d\ , d\da^ . .iL^ . 

\'d^)-"^'^db'~^ dx'^""^ da'dx'^'"'^ da" dx '^••" 

ou, en vertu de formules que j'ai données dans le mémoire déjà cité 

(F. B.N°4), 

\d'^J'~' dadx^ dbdx'^ '" "^ 3? 3ï "^ " ' "^ da" rfa; "^ dx' 

. . * fd^\\ dV , /dVA dS 

On démontrerait de même que (^-j^j =-^ et (^-^ j = ^. 
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La proposition est donc complélemcnt établie. 

Remarque. — Dans la définition de la courbe Cq, on voit que la courbe K 
a été remplacée par un système de points; il est clair que l'on pourrait 
faire de même pour chacune des autres courbes K', K", ..., et même pour 
toutes ces courbes. 

2. La proposition précédente permet de résoudre dans un grand nombre 
de cas intéressants le problème suivant qui comprend, en particulier, le 
problème de la construclion de la tangente : 

Étant donnée une courbe, construire la droite polaire d'un point du plan 
relativement à cette courbe. 

Ainsi, la podaire d'une courbe K étant le lieu des points d*où Ton voit 
sous un angle droit celte courbe et un point fixe P, on a immédiatement la 
proposition suivante : 

Étant donnée la podaire C d'un point P relativement à une courbe K, la 
polaire (*) d'un point M du plan relativement à la podaire est la polaire du 
même point relativement aux divers cercles ayant pour diamètres les droites 
qui joignent le point ? aux points de contact des tangentes menées du point 
M à la courbe K. 

Semblablepient, une spirique A étant le lieu des points d'où Ton voit 
sous un angle donné a une conique B, on peut énoncer ce théorème : 

La polaire d'un point M relativement à la spirique A est la polaire de ce 
même point relativement aux deux cercles capables de V angle donné et ayant 
pour corde commune la droite qui joint les points de contact des tangentes 
menées de U à la conique B. 

5. Les conséquences les plus importantes du théorème 1 sont contenues 
dans les propositions suivantes que j'ai déjà données dans une note Sur 
quelques propriétés des courbes algébriques (**). 

Théorème II. — Étant données deux courbes quelconques K"* et K", de classe 
respectivement égale h m et an, la polaire d'un point quelconque M, relative- 
ment aux mn tangentes communes à ces courbes, est la polaire du même 
point relativement aux mn droites qui joignent les points de contact des tan- 
gentes menées deUàK^ aux points de contact des tangentes menées du même 
point à K". 

Théorème III (corrélatif du précédent). — Étant données deux courbes 
quelconques C"* et C*, d'ordre respectivement égal à met à n, le pôle d'une 
droite quelconque, relativement aux mn points d'intersection de ces courbes, 
est le pôle de la même droite relativement aux mn points d'intersection des 
tangentes menées a G"* aux points où cette courbe rencontre la droite avec les 
tangentes menées à C" en ses points de rencontre avec la droite. 

(*) Ici, comme dans la suite de cette note, j'appelle simplement polaire d'un point la 
droite polaire de ce point. 

('*) Comptes rendus de VAcad. des se. (mai 1875). 
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Théorève IV. — La polaire d'un point quelconque relativement à une courbe 

n (n — 1 ) 
de n^^ classe est la polaire du même point relativement aux ^ — - droites 

qui joignent deux à deux les points de contact des tangentes que Von peut 
mener du point à la courbe. 

Remarque. — Si la» courbe a des tangentes d'inflexion et des tangentes 
doubles, ces droites doivent être considérées comme faisant partie de cette 
courbe, en complant deux fois chaque tangente double, et trois fois chaque 
tangente d'inflexion. 

Théorème V (corrélatif du précédent). — Le pôle d'une droite quelconque 
relativement à une courbe du n^* ordre est le pôle de la même droite relative- 

ment aux -^-5 — - points d'intersection des tangentes menées à la courbe 

aux points où elle est rencontrée par la droite. 

Remarque. — Si la courbe a des points doubles et des points de rebrous- 
sement, ces points doivent être considérés comme faisant partie de cette 
courbe, en comptant deux fois chaque point double et trois fois chaque 
point de rebroussement. 

II 

4. Considérons une courbe gauche quelconque K et une droite de l'espace 
A; par cette droite, menons un plan quelconque et prenons le pôle de la 
droite relativement aux points d'intersection du plan et de la courbe ; lors- 
que le pian tourne autour de la droite, le lieu du pôle est une droite que 
j'appellerai la polaire de A relativement à la courbe gauche et que je 
désignerai par la notation A(K). 

Poncelel a donné de belles propriétés de ces polaires (*) ; on voit immé- 
diatement, par exemple, que la polaire d'une droite relativement à une 
courbe gauche est la polaire de cette droite relativement aux tangentes 
menées à cette courbe aux points oiî elle est coupée par un plan quelconque 
mené par la droite. Je ne crois pas que, jusqu'ici, on ait indiqué comment 
on peut déterminer la polaire d'une droite relativement à une courbe, 
lorsqu'au lieu de donner cette courbe on la définit comme l'intersection de 
deux surfaces. Je m'occuperai simplement ici du cas où la courbe est l'in- 
tersection complète de deux surfaces, les autres cas se ramenant évidem- 
ment à celui-là. 

Du théorème III on déduit immédiatement la proposition suivante : 

Théorème VI. — Une courbe gauche étant l'intersection complète de deux 

(*) Propriétés projectives des figures. Section IV, Poncelet, au lieu du mot polaire, em- 
ploie Yejpressvm d'axe des moyennes harmoniques, 

m 12 
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surfaces S et S\ la polaire d'une droite relativement à cette courbe est la 
polaire de cette même droite relativement aux diverses droites d'intersection 
des plans menés tangentiellement à S aux points oii cette surface rencontre 
la droite avec les plans menés tangentiellement à S' aux points où la droite 
coupe cette surface. 

5. Considérons une surface quelconque 2 et une droite de l'espace A; par 
cette droite menons un plan quelconque et prenons le pôle de la droite 
relativement à la courbe d'intersection de la surface et du plan (la courbe 
étant considérée comme étant d'une classe donnée) ; lorsque le plan tourne 
autour de la droite, le pôle décrit une droite que j'appellerai la polaire de A, 
relativement à la surface et que je représenterai par la notation A(2). 

Cette polaire peut être évidemment encore définie comme l'enveloppe 
des plans polaires des différents points de A relativement aux cônes cir- 
conscrits à 2 et ayant ces points pour sommets (ces cônes étant considérés 
comme d'un ordre donné). 

Par suite, si la surface 2 ne comporte aucune singularité relativement à 
son ordre, c'est-à-dire n'a ni ligne double ni ligne de rebroussement, on 
déduit immédiatement du théorème V la proposition suivante : 

Théorème VU. — Si une surface du n^^ ordre n'a aucune singularité, la 
polaire d'une droite relativement à cette surface est la polaire de cette droite 

relativement aux -i— ^r — - droites suivant lesquelles se coupent les plans qui 

touchent la surface aux points oii elle rencontre la droite. 

De même, si la surface 2 ne comporte aucune singularité relativement à 
sa classe, le théorème IV donne la proposition suivante corrélative de la 
précédente : 

Théorème Vlll. — Si une surface de n*** classe na aucune singularité, la 
polaire d'une droite relativement à cette surface est la polaire de la droite 

filfi - \\ 
relativement aux • droites qui joignent deux à deux les points de 

contact des plans tangents que Von peut mener à la surface par la droite 
donnée. 

6. En particulier, si l'on considère une surface développable G ayant 
pour arête de rebroussement une courbe gauche K et un point quelconque 
M de la droite A, le plan polaire de M, relativement à l'ensemble des plans 
osculateurs de la courbe qui passent par ce point, enveloppe, quand le point 
M se déplace sur la droite, la polaire de cette droite relativement à G. 

Si la développable G est définie au moyen de deux surfaces inscrites S et 
S', on a le théorème suivant corrélatif du théorème VI : 

Théorème IX. — Une surface développable G étant la développable complète 
circonscrite à deUnX surfaces S ô< S', la polaire d'une droite relativement, à 
cette développable est la polaire de cette droite relativement aux droites qui 
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joignent chacun des points de contact des plans menés par la droite tangen- 
tiellement à S à chacun des points de contact des plans menés par la même 
droite tangentiellement à S'. 

7. En particulier, considérons une suite de surfaces homofocales du 
second ordre (2) inscrite dans la développable isotrope r. 

Soient 2 et 2' deux quelconques de ces surfaces; d'une droite A on peut 
leur mener quatre plans tangents, les droites qui joignent les points de 
contact sur lune des surfaces avec les points de contact sur l'autre for- 
ment un quadrilatère gauche Q. 

De ce qui précède, il résulte que : 

La polaire de la droite A par rapport au quadrilatère Q (*) est la même, 
quelles que soient les deux surfaces homofocales considérées, et se confond avec 
la polaire de cette même droite relativement à la développable isotrope 
circonscrite. 

En particulier, si la surface 2' se réduit à l'ombilicale, la polaire de A se 
réduit à la polaire de cette droite relativement aux normales que Ton peut 
mener à 2 aux deux points où cette surface est touchée par les plans tan- 
gents qu'on peut lui mener par A. D'où cette conséquence : 

Étant donné un système de surfaces homofocales du second ordre (2) et une 
droite fixe A, si par A on mène les plans tangents à uue surface quelconque 2 
du système et si Von prend la polaire de A relativement aux nœmales quan 
peut mener à 2 aux deux points de contact, la polaire de A relativement à ces 
normales est la même quelle que soit la surface du système que Von considère 
et elle se confond avec la polaire relativement à la développable isotrope cir- 
conscrite au système (**) . 

m 

8. Les deux théorèmes généraux YII et VIII s'appliquent, avec quelques 
modifications, à toute surface donnée, en sorte qu'ils fournissent en réalité 
deux moyens distincts de construire la polaire d'une droite donnée relati- 
vement à cette surface. 11 serait facile d'énoncer à ce sujet les propositions 
générales, mais je crois inutile de le faire et je me contenterai d'énoncer 
les résultats relatifs à deux surfaces particulières des plus simples. 

(') Ce quadrilatère Q jouit encore de plusieurs autres propriétés intéressantes; ainsi la 
somme de deux de ses côtés contigus est égale à la somme des deux autres. (Mémoire sur 
remploi des imaginaires dans la géométrie de l'espace, Nouv. Ann. de Math., 1872.) 

(**)• Cette proposition s'étend évidemment à un système de surfaces homofocales quelcou- 
ques; on peut la considérer comme l'extension à Tespace de ce théorème que j*ai donné 
depuis longtemps : 

Le centre harmonique d'un point, par rapport aux points de contact des tangentes 
qu*on peut mener de ce point à une courbe de n^^ classe, est le centre harmonique du 
même point relativement aux n foyers de la courbe. 
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Considérons, en premier lieu, une cubique gauclie K et la développable du 
4*"* ordre G dont elle est l'arête de rebroussemenl; soient a(K) et A (G^ les 
polaires d'une même droite A relativement à la courbe gauche et à la déve- 
loppable (Cff. N*> 4 et N^ 6). 

. Si, d'un point quelconque M de la droite A, on mène le cône contenant 
la courbe K, ce cône est du 5^™^ degré et de la 4*™" classe; il a trois plans 
d'inflexion, qui sont les plans oscuiateurs que l'on peut mener à K par le 
point M. f.e plan polaire de M relativement à ce cône contient la polaire 
A(K) ; du théorème IV et des considérations ci-dessus développées (N° 6) 
résulte la proposition suivante : 

' TuÉOBÈMB X. — En désignant par t V ensemble des 6 droites qui joignent 
deux à deux les 4 points de la courbe K, dont les tangentes s appuient sur A, 
on a la relation 

2a(<) = a(K) + 3a(G). 

9. Concevons maintenant que, par la droite A, on mène un plan quelcon- 
que; il coupe la surface G suivant une courbe du 4®"*® ordre et de la 3*"® classe 
ayant pour point de rebroussement ses trois points de rebroussement sur 
K. Le pôle de A relativement à cette courbe est sur A (G) ; du théorème V 
résulte la proposition suivante : 

Théorème XI. — En désignant par T V ensemble des 6 droites suivant les- 
quelles se coupent les plans oscuiateurs menés aux points de K, dont les tan- 
gentes s* appuient sur A, on a 

t2A(T)=A(G)+5A(K). 

Remarque. — On déduit de là 

4a(G) = 3aU) — A(ï) . 
et 

4A{K) = 3A(T)~AW; 

on voit que les polaires d'une droite relativement à K et à G sont déter- 
minées quand on connaît les quatre tangentes à la courbe qui la rencon- 
trent. Par suite : 

Deux droites A et ^\ conjuguées par rapport à la cubique gauche K ont 
mêmes polaires relativement à cette cubique^ et relativement à la dévelop- 
pable dont elle est Varéte de rebroussement. 

Ces deux polaires sont également conjuguées par rapport à la cubique. 

10. Considérons en second lieu une surface réglée S du 3*"® ordre (et par 
conséquent de 3^™* classe) ; appelons D la directrice double de cette surface 
et D' la seconde directrice rectiligne ; on sait que tout plan passant par D' 
est doublement tangent à la surface. 
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Cela posé, soient A une droite quelconque de l'espace et A(S) sa polaire 
relativement à S ; si Ton mène par A un plan quelconque, il coupe S sui- 
vant une courbe du S*™* ordre et de la 4^™® classe, ayant pour point double 
le point de rencontre de ce plan avec D. Du théorème IV, on déduit la pro- 
position suivante : 

Théorème XII. — En désignant par t le triangle formé par les points de 
contact des plans tangei%ts que Von peut mener à S par la droite à y on a 

2A(^) = A(S) + 2a(D). 

1 1 . Prenons maintenant un point quelconque H sur la droite A et imaginons 
le cône circonscrit à la surface et ayant ce point pour sommet ; ce cône est 
de la 5*"* classe et du 4*™* ordre, il a pour plan double le plan mené par 
le point M et par la droite D'. 

Du théorème V résulte donc la proposition suivante : 

Théorème XIII. — En désignant par T les arêtes du trièdre formé par les 
plans menés tangentiellement à S en ses points de rencontre avec à, on a 

2à(T) = A(S) + 2A(D'). 

Des deux relations précédentes, on déduit 

A(T)-^A(D)=A(0-f A(D'), 

identité sur laquelle je reviendrai plus tard. 
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PRÉSIDÉE PAR tf. JORDAN 

Est présenté, comme nouveau membre de la Société, M. Denys Cochin, 
à Paris. 

M. Halphen communique un mémoire Sur une question d'élimination, 

M. Laguerre communique des Théorèmes analogues au théorème de Rolle, 
et relatifs aux racines imaginaires des équations algébriques. 

M. Mannheim présente quelques observations au sujet de la communica- 
tion faite par M. Laguerre dans la précédente séance. 
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SÉANCE DU MERCREDI 3 MARS 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. JORDAN 

M. Denys Cochin est élu membre de la Société. 

Est présenté, comme nouveau membre, M. Maloizel, ancien élève de 
l'École polytechnique, à Paris. 

M. Fouret communique une note sur la Résolution graphique d'un sys- 
tème adéquations du premier degré, 

M. Halphen fait une communication Sur les courbes planes dont le rayon 
de courbure est proportionnel à la normale polaire. 



SÉANCE DU MERCREDI 17 MARS 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. RESAL 

M. Maloizel est élu membre de la Société. 

Sont présentés, comme nouveaux membres, MM. Tannery, professeur au 
lycée Saint-Louis, à Paris; Puiseux, membre de Tlnslitut, à Paris. 

M. Laguerre fait une communication Sur Vintégrale de V équation dEuler. 

M. Halphen communique une note Sur certaines perspectives gauches des 
courbes algébriques planes. 

SÉANCE DU MERCREDI 31 MARS 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. LEMONNIER 

MM. Tannery et Puiseux sont élus membres de la Société. 

M. Fouret communique quelques Théorèmes sur les implexes et sur les 
systèmes de surfaces. 

M. Halphen présente quelques observations sur le même sujet. 

M. de Polignac communique quelques Théorèmes relatifs à des systèmes 
de courbes. 

Le secrétaire donne lecture, de la part de M. Brocard, d'une I^ote sur un 
compas trisecteur proposé par M. taisant. 



SÉANCE DU MERCREDI 14 AVRIL 1875 

PRÉSIDÉE PAR H. JORDAN 

M. Fouret communique Quelques propriétés des faisceaux de systèmes de 
courbes. 
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M. le comte Hugo communique Quelques remarques sur les publications, 
en langue allemande^ relatives à V histoire de la géométrie. 

M. Halphen présente Quelques observations au sujet d'un théorème de 
M. Maximilien Marie^ concernant les périodes cycliques des intégrales qua- 
dratrices des courbes algébriques. 

Le secrétaire donne lecture, de la part de H. Saltel, de plusieurs Notes 
relatives aux cycliques et aux cyclides. 



SÉANCE DU MERCREDI 28 AVRIL 1875 

PRésiDÂE PAR M. MANlIHEIll 

Esl présenté, comme nouveau membre de la Société, H. Bischoffsheim, 
à Paris. 

M. le comte Hugo fait une communication Sur les ovhélites planétaires. 

M. Halphen communique le théorème suivant : Étant données, sur une 
surface quelconque, plusieurs séries de courbes, telles que deu^ courbes 
quelconques de deiur mêmes séries se coupent sous le même angle, les 
centres de courbure géodésique des courbes de toutes les séries, relatifs à un 
même point, sont en ligne droite. 
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PRésiDÉE PAR H. DÉSIRÉ ANDRÉ 

M. Bischoffsheim est élu membre de la Société. 

Le secrétaire annonce que H. Bischoffsheim s*est fait inscrire comme 
sociétaire perpétuel. 

M. Fouret fait une communication Sur un nouveau mode de génération des 
courbes planes d* ordre n à point multiple d'ordre n — ^^ 1. 

M. Perrin présente quelques observations au sujet de cette communica- 
tion. 

M. Halphen présente quelques remarques sur le même sujet, et une 
extension de ce mode de génération à toutes les courbes uniçursàles. 

M. de Polignac fait une communication Sur un nouvel algorithme destiné 
à représenter le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, et sur 
quelques applications de cet algorithme. 

M. Jordan communique à la Société un Essai sur la géométrie à n dî- 
mensions. 
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SÉANCE DU MEKCREDI 26 MAI 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. MANNHEIH 

M. Halphen présente quelques observations au sujet d*un théorème dé 
M. Laguerre, concernant les polaires des courbes algébriques, et le déduit 
d'un théorème de M. Liouville. 

M. Laguerre communique, sur le même sujet, un théorème plus général, 
et en fait quelques applications. 



SÉANCE DU MERCREDI 23 JUIN 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ 

Est présenté, comme nouveau membre de la Société, M. Sancery, pro- 
fesseur de mathématiques, à Paris. 

Le secrétaire donne lecture d'une lettre de M. Cari Ohrtmann, qui de- 
mande à échanger contre le Bulletin le Jahrbuch ûber die Fortschritte der 
Maihematik. 

M. Halphen présente un mémoire de M. Schubert Sur la détermination 
des caractéristiques des systèmes de cubiques planes et gauches. M. Halphen 
rappellt\ à ce sujet, quelques considérations développées par lui dans un 
précédent mémoire, et dont M. Schubert a fait usage dans le sien. 



SÉANCE DU MERCREDI 7 JUILLET 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. JORDAN 

M. Sancery est élu membre de la Société. 

M. Tchebycheff communique une note Sur ta limite du degré de la fonc- 
tion entière qui satisfait à certaines conditions. 



SÉANCE DU MERCREDI 21 JUILLET 1875 

PRÉSIDÉE PAR M. JORDAN 

" L'Association française pour Tavancemenl des sciences invite la Société 
mathématique à déléguer un de ses membres pour la réprésenter aux 
séances qui doivent se tenir à Nantes. M. Mannheim est délégué. 
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M. Perrin fait une coramuiiicalion Sur le principe d'un compas à n-+- 1 
tiges articulées permettant départager un angle donné en n parties égales.^ 

M. Sancery donne lecture d'un mémoire Sur les nombres qui appar- 
tiennent à un exposant donné suivant un module de la forme pv^ et 2/?t*. 

M. Fouret fait une communication Sur quelques propriétés des rayons de 
courbure. 
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